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DE L’ANALYSE D’UN DISPOSITIF D’ENSEIGNEMENT DU CALCUL
SOUSTRACTIF EN CE2 A L’ANALYSE DES CONNAISSANCES
REQUISES EN NUMERATION

RINALDI" Anne-Marie -CHAMBRIS™" Christine

Résumé — Cette contribution s’intéresse a certaines difficultés des éléves dans I’apprentissage du calcul
soustractif dans un dispositif expérimental d’enseignement de la soustraction. Il s’attarde sur les
connaissances de numération en jeu dans les calculs mobilisés par les éléves, 1’enseignant, et dans le
scénario proposé. Il montre 1’importance de préciser les justifications relevant de la numération décimale,
notamment des alternatives a la récitation de la comptine numérique de dix en dix.

Mots-clefs : calcul soustractif ; numération ; justification ; comptine numérique

Abstract — This contribution focuses on some of the difficulties students have in learning subtractive
computation in an experimental design for teaching subtraction. It focuses on the numeration knowledge
involved in the calculations mobilized by the students, the teacher, and in the proposed scenario. It shows
the importance of clarifying the justifications for decimal counting, including alternatives to reciting the
ten-in-ten list of numbers.

Keywords: subtractive calculation; numeration; justification; list of numbers

l. INTRODUCTION

Notre contribution releve du groupe de travail n°9 consacré aux liens entre pratiques
d’enseignement et apprentissages dans le sens ou nous nous appuyons sur 1’évaluation d’un
dispositif d’enseignement en calcul pour revenir sur des questions relatives a 1’enseignement
de la numération.

Le calcul soustractif mental et posé est un enjeu majeur de I’enseignement des
mathématiques au vu des difficultés d’apprentissages persistantes des éléves notament en
début de cycle 3. En effet si on se référe aux résultats des évaluations TIMS (2016), aux
travaux Maurel et Sackur (2010), les calculs soustractifs posés ne sont pas maitrisés par tous
les éléves : « lIs font la soustraction dans le sens ou c¢’est possible, en retranchant le plus petit
au plus grand, quelle que soit sa place dans la soustraction posee, en haut ou en bas. » (p.48)
C’est ainsi que pour effectuer 53- 27, ils vont effectuer 7- 3 et trouver 34 a la place de 26.
Par ailleurs, en calcul mental, pour Butlen et Charles-Pézard (2007), les éléves a qui on n’a
pas appris a faire autrement « privilégient en premier lieu I’algorithme posé dans la téte, en
second lieu des procédures mobilisant des décompositions canoniques des nombres. » (p. 9)

Cela est sans conséquence pour effectuer par exemple 53-21 =50-20+ 3-1 mais
problématique pour effectuer le calcul propose ci-dessus 53-27.

Dans ce contexte, Rinaldi (2016) a congu et expérimenté un dispositif d’enseignement du
calcul soustractif en CE2 qui vise a relier calcul mental et calcul posé et a agréger 1’étude de
la numération décimale et I’étude des techniques de calcul soustractif. Les résultats obtenus
dans deux classes de CE2 permettent d’évaluer les effets positifs d’un travail régulier et
progressif a partir des écritures arithmétiques sur les apprentissages de bon nombre d’éleves,
les deux tiers d’entre eux. Pour le tiers restant, il semble que, les difficultés se cristallisent
dans un calcul comme 137-50. Ces €léves ne parviennent pas a soustraire un multiple de dix.
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Dans le dispositif mis en ceuvre dans deux classes de CE2, les premieres difficultés sont
apparues quand les éléves ont eu a calculer ooo—o0. Elles se sont manifestées dans les
productions écrites des €léves car ils ne trouvaient pas le résultat exact du calcul et, pour
I’enseignant, pendant les phases de restitution car les éleves choisissaient des techniques peu
économiques. Dans cette contribution, nous analysons les difficultés d’enseignement et
d'apprentissage des éléves qui n’arrivent pas a adapter leurs techniques en fonction des
nombres en jeu ou a conduire un calcul jusqu’au bout. Nous sommes amenées a présenter des
éléments du dispositif et a conduire des analyses supplémentaires, pour comprendre ce qui
pose probléeme. Nous interrogeons les connaissances requises en numération décimale pour
arriver a effectuer un tel calcul soustractif.

Il. CADRE THEORIQUE, HYPOTHESE ET METHODOLOGIE

Dans cette section, nous présentons le cadre théorique et des résultats préalables sur le
dispositif de calcul soustractif étudié et 1’enseignement de la numération avant d’énoncer
notre hypothése et de présenter notre méthodologie.

1. Cadre théorique

De la Théorie Anthropologique du Didactique, nous exploitons le concept d’organisation
mathématique (ou praxéologie mathématique) qui permet de caractériser 1’activité
mathématique (Chevallard, 1999). Une praxéologie est constituée de quatre composantes : un
type de taches —un ensemble de problemes similaires-, une technique —une fagon de faire pour
traiter toutes les taches du type, une technologie qui justifie la technique et qui est justifiée par
la théorie.

2. Organisation mathématique de référence autour du calcul soustractif

Nous utilisons le concept d’organisation mathématique de référence (Chevallard, 1999).
Dans la thése de Rinaldi (2016), cette organisation mathématique de référence autour du
calcul soustractif a servi pour construire une organisation mathématique du dispositif
conforme a la référence. L’organisation propre au calcul soustractif sur les entiers naturels est
fédérée autour de quatre organisations mathématiques locales :

v La premiere organisation OM1 regroupe les types de taches propres a la production de
calcul. Taches qui permettent essentiellement a I’école élémentaire de modeéliser les
situations additives en référence aux travaux de Vergnaud (1990). Exemple : J’avais
137 € avant de dépenser 50 €, combien me reste-t-il ?

v’ La seconde organisation OM2 regroupe les types de taches qui consistent a associer ou
transformer des représentations sémiotiques. Parmi ces représentations semiotiques,
nous retenons les écritures arithmétiques, les schémas et les expressions langagieres.
Cette organisation est motivée par OM1 et OM3. Traduire la différence entre cent-
trente-sept et cinquante par une écriture arithmétique.

v La troisieme organisation OM3 regroupe les types de taches qui vont consister a
effectuer un calcul. Exemple : Calculer 137-50

v" La derniére organisation OM4 est associée a la réécriture de calculs. C’est celle qui va
permettre de montrer quelles sont les propriétés des nombres et des opérations qui sont
mobilisée donc de développer la valence épistémique du calcul au sens d’Artigue

(2005). Réécrire 137- 50 en décomposant le nombre 50.
L’étude de I’organisation propre a I’effectuation de calculs (OM3) a conduit a identifier
différents types de taches. Ces types de taches sont soustraire un nombre a un chiffre (Ta—0D),
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soustraire un multiple de dix (Ta—d0), soustraire un nombre a deux chiffres (Ta—onO) puis
soustraire un nombre a trois chiffres (Ta—ooo). Pour chaque type de taches, les techniques
potentielles ont ensuite été recensées en appui sur (Fuson et al., 1997 ; Carpenter et al., 1998 ;
Klein et al., 1998 ; Thompson, 1999), puis regroupées autour de quatre technologies savantes.

La premiére technologie ©pp met en jeu la décomposition des deux nombres, la
recomposition d’un nombre, les répertoires additifs et soustractifs, les aspects décimalité et
position (Serfati, 2005) de la numération chiffrée, les propriétés de la soustraction sur N. Elle
génere deux techniques de décomposition 1010, (T1010)’.

Technologie ©pp Technique de Exemple de calcul :
décomposition t1010 168 — 23 = (100 + 60 + 8) — (20 + 3)
= (100) + (60 — 20) + (8 — 3)

Technique de Exemple de calcul :
décomposition (t1010)” 165 — 27 = (100 + 50 + 15) — (20 + 7)
= (100) + (50 — 20) + (15— 7)

La seconde technologie ©p s’appuie sur les mémes propriétés que la premicre. Elle
nécessite de décomposer un seul des deux nombres (le plus petit). Elle génere trois
techniques séquentielles tn1o, Tazo €t Tioc,

Technologie ©p  Technique Exemple de calcul :
séquentielle tnio 125 -23 =125-(20+3) = (125—-20) -3

Technique Exemple de calcul :
séquentielle tayp 125 —27 =125 - (25+2) = (125 —-25) -2
Ou123—-27=123-(204+7) = (123 —-20) -7

Technique Exemple de calcul :
séquentielle tnioc 125 —47 = (125 -50) + 3

Tn10 €St une technique séquentielle qui consiste a décomposer canoniquement le nombre a
soustraire. taip et tnioc Sont deux techniques séquentielles qui consistent & décomposer le
nombre a soustraire afin d’obtenir des calculs soustractifs intermédiaires plus simples a
effectuer.

La troisieme technologie Osou/app s’appuie sur la définition de la soustraction comme
opération inverse de 1’addition sur les entiers naturels et génére la technique tsou/app-

Technologie ©souapp  Technique tsoussapp  EXemple de calcul :
Pour calculer 125 — 47, on cherche le
complément de 47 & 125

La derniere technologie ©an s’appuie la propriété de conservation des écarts. Elle génére
une technique de calcul mental tay et I’algorithme de la soustraction par compensation qui
consiste a ajouter aux deux termes du calcul si, besoin est, une ou plusieurs puissances de dix.

Technologie Oan Technique tan Exemple de calcul :
125 — 47 = (125 + 3) — (47 + 3).

Parallélement, nous avons cherché quels ostensifs, objets sensibles permettant d’évoquer
les concepts (Bosch & Chevallard, 1999), pouvaient étre utilisés pour mettre en avant les
différentes fonctions des technologies (expliquer, évaluer, valider, motiver) (Castela et Romo
Vasquez, 2011). En nous basant sur les études de Teppo et Van den Heuvel-Panhuizen
(2014), Ernest (1985), Gravemeijer (1994), Bobis et Bobis (2005), Van den Heuvel-
Panhuizen (2008), nous avons émis plusieurs hypotheses :
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v La Droite Numérique Vide (DNV) aiderait a visualiser les différentes étapes d’un
calcul donc a expliquer le mode d’emploi des techniques séquentielles ;

v la Droite Numérique Graduée (DNG) aiderait a visualiser 1’écart dans le cadre de la
mesure ;

v" les Ecritures Chiffrées (EC) et les arbres permettraient de valider toutes les techniques.
3. Résultats sur [’enseignement de la numération, en France

Nous appelons unités de numération (Chambris, 2008) les unités (de nombre) utilisées en
numération. Nous abrégeons les mots centaines, dizaines et unités par c, d et u.

Dans le tournant de la réforme des mathématiques modernes en France, les savoirs de
référence pour I’enseignement de la numération décimale ont été modifiés. La théorie
classique formulée avec les unités de numération a été remplacée par la théorie savante
reposant sur le théoreme d’existence et d’unicité de la décomposition polynomiale d’un entier
n dans une base donnée a (i.e.n = Y_ na', 0 <7; < a).

Au-dela de la composante théorique, cette modification majeure a eu des effets sur les
autres composantes de plusieurs praxéologies de numération. En effet, sans ces unités, il
devient difficile d’exprimer la dépendance entre les chiffres de I’écriture chiffrée (e.g.
1 dizaine = 10 unités ou 1 centaine = 10 dizaines), ce que Serfati (2005) appelle la décimalité
de la numération positionnelle. De fait, ces relations sont omises dans certains manuels.
Cependant du fait du phénomene de transposition didactique (Chevallard 1985), d’autres
praxéologies se sont développées et / ou sont devenues dominantes. Elles reposent sur les
autres ostensifs de la numération : les noms des nombres (une correspondance naturalisée
entre I’écrit et ’oral, la récitation des comptines de un en un, dix en dix, cent en cent, etc.) et
les écritures chiffrées des puissances de dix —liées au nouveau savoir de référence-
(notamment les décompositions du type 300+40+5 qui se calculent soit en référence a 1’oral,
soit « en colonnes ») (Chambris, 2008, 2014, 2018, Mounier, 2013).

4. Hypothése

Les difficultés rencontrées par un tiers des éléves pour soustraire un multiple de dix

(Ta—o0) (137-50) puis -par voie de conséquence- soustraire un nombre a deux chiffres
(Ta—oo), peuvent s’expliquer (au moins en partie) par la situation actuelle de I’enseignement
de la numération, certaines praxéologies alternatives a celles impliquant les unités de
numération vivent dans les classes et sont inadaptées pour certains apprentissages en calcul.

5. Méthodologie

Pour étudier notre hypothese, la méthodologie suivante est mise en ceuvre. L’étude est

centrée sur les taches problématiques du type : 137-50. Sont reconstruites la praxéologie
locale de calcul soustractif associée a ce type de tache dans le scénario élaboré par le
chercheur (aprés étude des pratiques des enseignants auxquels il sera communiqué) et les
praxéologies de numération qui sont engagées dans cette praxéologie locale. Nous analysons,
sur le plan des praxéologies de numération, les données dont nous disposons (scénario élaboré
par le chercheur, productions d’¢léves sur les calculs de ce type dans I’ingénierie, extraits et
transcription de séances de classe pour les calculs de ce type).
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1. ELEMENTS D’ANALYSE PROPRES AUX DIFFICULTES RELATIVES A UNE
TACHE DE TYPE TA—o0 ET RESULTATS, LIMITES

1. Analyse des techniques des éleves en échec : un point sensible pour les apprentissages

Pour soustraire un multiple de dix, par exemple effectuer le calcul 137-50 les éléves en

échec choisissent 100 comme nombre pivot, utilisent : 137-37 = 100, restent (50-37) a
enlever a 100. Autrement dit plutot que d’enlever 5 dizaines, et se ramener au calcul de 13-5,
les éléves sont confrontés a deux calculs mentaux relativement complexes (50-37 et 100-13).

Dans le scénario, I’étape antérieure proposée est 1’élaboration de techniques pour les
calculs du type : 130-50. Les éléves faibles ne transférent pas cette connaissance, qu’ils
semblent pourtant avoir acquise, au calcul de 137-50.

2. Analyse du scénario

Pour les calculs du type oo0—o0, le scénario propose plusieurs techniques (en fonction des
nombres en jeu) et en particulier : revenir au nombre de dizaines oo d - o d et calculer sans
les zéros. Le scénario ne propose pas de technologie pour justifier ces techniques de calcul.

Pour les calculs du types ooo—o0, si le scénario indique qu’il s’agit de transférer la
technique des calculs précédents : ooo—o0=o0oo00-—00 + O, les techniques proposées pour ces
calculs ne montrent pas explicitement le transfert pour trois des deux calculs qui ont des
« retenues ». En particulier, le scénario ne propose pas d’institutionnaliser la 3° des techniques
indiquées dans le calcul corrigé juste avant dans le scénario : 125-30 = 12d-3d + 5 qui se
traduirait ici en 137-50 = 13d + 7-5d = 8d + 7. La technique proposée pour le calcul de
137-50 (et pour l’autre calcul du méme type, a savoir 418-20) est une technique
séquentielle qui s’appuie sur le pivot 107 (et pour I’autre calcul sur 408 ou 400). L’appui sur
137 = 130 + 7 n’est pas explicite (pas plus que 410 + 8 qui serait d’ailleurs a questionner :
420- 2 serait peut-étre plus adapté). Dans les deux cas, la DNV est un ostensif qui est
proposeé, avec les écritures arithmétiques (ou un discours sequentiel).

Avec la DNV, comme avec les écritures arithmétiques ou un discours séquentiel, il faut

calculer 107- 20. La technique pour calculer 107- 20 n’est pas indiquée (ni travaillée dans le
scénario). On peut considérer que c’est une faiblesse du scénario mais c’est ainsi. Par suite le
professeur doit faire appel a ses ressources personnelles s’il souhaite expliquer ce calcul a ses
¢léves (tout du moins celles qu’il pense adaptées a ces éléves qui ne savent pas).

Quelles sont les techniques pour calculer cette différence ? En appui, sur les unités de
numération, on peut voir 107 comme 100 = 100 + 7, puis 1 centaine dans 100 qui font 10

dizaines, puis 10d-2d = 8d, 8d + 7 = 87; en appui sur les écritures chiffrées de puissances
de dix (ou des connaissances naturalisées en numération) : 100- 20 = 80,80 + 7 = 87. La

propriété de la troncature permet de trouver :10d + 7- 2d = 8d + 7. Toutes ces techniques
reposent sur une décomposition de 107 en 100+ 7 (ou 1c7u) et se justifient par les
relations entre unités et le calcul en unités. Le scénario ne les propose pas, pas plus que la
décomposition de 107 en 100 + 7.

3. Analyse des phases de restitution dans la classe B (calculs de 125-30 et 137-50)

Calcul de 137-50: Un premier éleve propose de calculer 137-37, puis 100-13. Le
professeur indique que c’est compliqué. Le professeur demande une autre solution. Un
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deuxiéme éleve propose la méme solution. Vient ensuite : cent-trente-sept moins trente, cent-
sept’. Il faut ensuite enlever vingt & cent-sept. L’éléve hésite, puis répond quatre-vingt-sept.
Le professeur donne alors une explication : « Si on ne sait pas faire quatre-vingt-dix-sept
moins vingt, on peut faire quatre-vingt-dix-sept moins dix, moins dix. Quatre-vingt-dix-sept,
quatre-vingt-sept. C’est compliqué. Vous avez encore du mal a retirer dix ou vingt quand on
passe de cent-sept a quatre-vingt-dix- sept.» puis il interpelle le chercheur: «C’est
compliqué ils ont encore un peu de mal quand il faut passer de cent-sept a quatre-vingt-dix-
sept ».

Quels sont les savoirs en jeu dans ces discours du professeur ? Moins vingt est interprété
comme moins dix, moins dix (un comptage de dix en dix), la soustraction s’effectue par un
décomptage de dix en dix en appui sur la numération orale. C’est la comptine numérique qui
permet de traiter le probléme. L’interpellation du chercheur par le professeur laisse penser que
le professeur ne semble pas imaginer d’autre solution que passer par la connaissance de la
comptine pour effectuer cette soustraction. Ceci confirme le rdle de la comptine comme clé de
voute des technologies pour la numération. Signalons que 1’utilisation de la comptine n’incite
pas a passer par des « nombres ronds » dés qu’on sait la réciter a partir de n’importe ou, en
faisant des sauts qui sont des puissances de dix. Signalons aussi que cette technologie, qui
repose sur ’oral (et les noms des nombres), est censée justifier des calculs qui demandent a
étre faits par écrit. Elle devient par ailleurs extrémement colteuse dés que le nombre de
termes égaux a dix a retrancher devient un peu grand. Elle est particulierement délicate des
que le chiffre des unités est entre 1 et 6 et qu’on passe dans la tranche 70-99 du fait des
irrégularités de la numération orale.

Une alternative a cette technique est proposée par un éléve, a la fin de la correction du

calcul précédent :125-30 . Il propose cent-vingt moins trente, quatre-vingt-dix et cing,
quatre-vingt-quinze. La technique consiste donc a décomposer le grand nombre en un
multiple de dix et un petit nombre d’unités (inférieur a dix). Dans le scénario, comme on 1’a
vu, la décomposition apparait dans les calculs précédents lorsqu’il n’y a « pas de retenue » et
le calcul sur les multiples de dix dans les séances antérieures. Le professeur valide mais ne
donne pas de technologie : ni sur le plan du choix de la décomposition, ni sur celui du calcul
(il aurait pu faire référence aux calculs qui ont précédé, dans la méme séance et dans les deux
séances précédentes). D’ailleurs, il ne s’empare pas de la technique pour le calcul suivant
comme on I’a montré.

Pour mettre en ceuvre cette technique, il faut étre capable, sur le plan de la numération, de
décomposer un nombre en une somme (ou une différence) d’un multiple de dix et d’un petit
nombre d’unités (et de pouvoir traiter chaque partie séparément, ce qui renvoie a la notion de
unitizing (Steffe & Cobb, 1988)). Il faut donc savoir choisir un « bon » multiple de dix (un
nombre entier de dizaines) et calculer avec ce nombre dizaines (ou bien a calculer sans les
zéro), puis a ajouter (ou retrancher) « le reste ». Les multiples de dix inférieur et supérieur se
repérent dans I’encadrement entre deux dizaines (ou tronquer le nombre a la dizaine la plus
proche), encore faut-il que cette connaissance ne se limite pas a un jeu d’écriture de zéros qui
remplace le chiffre des unités. Ils sont liés aux décompositions qui s’appuient sur la

numération (130 + 7 ;13d + 7 ; 140-3 ; voire 100 + 30 + 7 ). Ces décompositions ne sont
fondamentalement intéressantes que si on a compris qu’on calcule avec des dizaines comme
on calcule avec les unités simples, ou bien qu’on peut « aligner les zéros » (dans sa téte ou sur
le papier) et que, pour le calcul, on peut faire comme s’ils n’étaient pas la. La deuxiéme partie
de la technique a été enseignée dans les séances précédentes mais elle nécessite d’étre adaptée

! Les nombres utilisés dans les phases orales sont délibérément écrits en mots car 1’écriture chiffrée ne constitue
a priori pas un appui pour les techniques utilisées.
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pour étre transférée. L’adaptation requiert des connaissances sur les nombres, le unitizing,
d’étre capable de les « désarticuler » de fagons variées en fonction des puissances de dix.

4. Limites liées aux données analysées

Les analyses des séances de classe, sur le plan de numération, se sont limitées aux phases
de restitution de 137-50 et 125-30. Des analyses d’autres moments du dispositif pour les

calculs du méme type et du type 130- 50 permettraient peut-étre d’affiner 1’identification des
praxéologies de numération qui sont enseignées. Plus généralement, les données dont nous
disposons, productions d’éléves et transcriptions de séances, dans le cadre d’un dispositif
d’enseignement du calcul soustractif (a partir de propositions de scénarii) ne permettent pas
de connaitre les praxéologies enseignées dans le cours de numération par le professeur. Nous
ne savons pas si les éléves ont eu ponctuellement ou régulierement des taches de
désarticulation des nombres en fonction des puissances de dix a effectuer, si ces taches sont
attachées a des problémes (par exemple du type « bons de commande ») ou posées pour se
familiariser avec 1’écriture chiffrée des nombres.

IV.  CONCLUSION

Afin d’établir un lien entre les difficultés repérées des €leves pour soustraire des multiples
de dix et les pratiques enseignantes, nous avons fait le choix de nous centrer sur les discours
technologiques produits autour du calcul de 137-50. Les analyses montrent le role
déterminant de ’utilisation de la comptine numérique (de dix en dix) dans I’enseignement du
calcul lorsque des savoirs de numération sont en jeu. Ces résultats rejoignent les constats
observés dans 1’analyse de I’enseignement de la numération. Jusqu’a présent, ces constats se
cantonnaient essentiellement a des constats internes a 1’enseignement de la numération. Méme
si les liens avec le calcul étaient envisageés, ils n’étaient pas réellement mis en évidence. Cette
étude permet de confirmer que ce qui est considéré comme un probléme dans 1’enseignement
de la numération a effectivement un impact sur I’enseignement du calcul et probablement sur
son apprentissage et permet d’envisager des moyens pour avancer. Le dispositif permet
notamment de montrer une autre fonction des taches de «désarticulation » des nombres :
calculer. En I’état la proposition de scénario mériterait d’étre complétée par les techniques et
les technologies qui aménent a désarticuler les nombres. Resterait notamment a convaincre
enseignants et eleves qu’il existe une alternative a 1’utilisation de la comptine numérique pour
calculer vite et bien.
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