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Résumé — Nous montrons comment les questions didactiques et informatiques qui émergent dans la
conception d'un systeme de tuteur intelligent pour l'apprentissage de démonstration interagissent et se
complétent. Le développement du systéme QED-Tutrix a nécessité une collaboration entre didacticiens et
informaticiens, que nous présentons a travers la mise en place du processus d'accompagnement et de
validation du travail de démonstration de I'étudiant, conformément au contrat didactique de la classe.
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Abstract — We show how the didactic and computing questions that emerge in the design of an intelligent
tutor system for demonstration learning interact and complement each other. The development of the
QED-Tutrix system has indeed revealed the need for collaboration between didacticians and computer
scientists, of which we give an overview through the implementation of the process of accompaniment
and validation of the student's demonstration work, in accordance with the didactic contract of the class.
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Notre réflexion s’inscrit dans le questionnement sur la conception des technologies
éducatives proposé dans le texte de cadrage du groupe 7. Nous proposons ici de montrer
comment les questions didactiques et informatiques qui émergent dans la conception d’un
systéme tuteur intelligent pour 1’apprentissage de la démonstration s’inter-influencent et se
compléetent. L’¢laboration du systéme QED-Tutrix a, en effet, fait apparaitre la nécessité
d’une collaboration entre didacticiens et informaticiens dont nous donnons un apercu a travers
la question de I’accompagnement et de la validation du travail de démonstration de [’éleve
par le logiciel, dans le respect du contrat didactique de la classe. QED-Tutrix est concu de
fagon a laisser a I’apprenant une liberté totale dans I’exploration du probléme a résoudre, et
dans le choix de la preuve, tout en lui proposant un accompagnement adapté a ses choix, et en
respectant le contrat didactique habituel de la classe (Leduc et al., 2016). Pour cela, le
systéeme doit étre capable de suivre 1’activité mathématique de 1’éléve, en s’appuyant sur ses
propres résolutions des problemes choisis. Cette phase de 1’accompagnement pose aux
informaticiens des défis liés a la représentation et a 1’organisation des difféerents itinéraires de
résolution pour un probléme donné. Nous montrons ici comment une réflexion didactique
peut, et doit, accompagner la résolution de ces défis, qui repose sur un processus d’extraction
d’informations et d’appréhension des objets mathématiques a partir de 1’énoncé de probléme,
gue nous appelons genese sémiotique en référence au modele théorique des espaces de travail
mathématiques (Kuzniak et Richard, 2014). Cette réflexion peut déboucher sur la question de
I’¢laboration de conjectures, de validation et d’acceptabilité d’une démonstration en contexte
scolaire.

l. LA DEMONSTRATION : UNE ACTIVITE GEOMETRIQUE

La géométrie, plus particulierement dans un contexte de démonstration, est souvent abordée
comme une science qui constitue une « partie des mathématiques ayant pour objet 1’étude de
I’espace et des figures pouvant 1I’occuper » au sein de laquelle « les principes sont simples et
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absolument vrais sans aucune restriction » (TLFI). Selon cette définition, on pourrait croire
que I’apprentissage de la géométrie s’effectue par adhésion aux concepts ou aux processus
issus du modele théorique existant, sans trop d’égard a la réalité de 1’espace et des formes.
Cependant 1’apprentissage passe par une pratique qui s’ancre dans la réalité, par le fait méme
d’exercer une activité concrete. Dans cette perspective, résoudre un probléme de preuve est
une activité finalisée qui permet a 1’éléve d’effectuer son travail de mathématicien, en
développant son sens géométrique. L’activité de démonstration favorise en effet la
compréhension de la nécessité épistémique des propriétés (Coutat et al., 2016),
I’implémentation des concepts géométriques et le développement des compétences cognitives
de 1’¢éléve (Richard et al., 2016). Cependant, ainsi que le souligne Brousseau (2011), pour
qu’une notion mathématique soit le fruit d’une activité mathématique, « il faut aussi que des
alternatives plausibles lui soient opposables et que son choix soit le résultat d’une anticipation
possible ». C’est pourquoi nous voulons que, au sein du systeme tutoriel, 1’éléve soit
confronté a des problémes complexes. Nous considérons qu’un probléme est complexe quand
il répond aux différentes exigences définies par Richard et al. (2011) : existence de différents
processus de résolution (exigence heuristique) qui mobilisent un réseau de concepts et de
processus mathématiques (exigence cognitive), reposent sur une approche argumentative et
un raisonnement a plusieurs niveaux ou des routines non calculatoires (exigence discursive) et
permettent de développer des compétences qui vont au-dela de la simple reproduction
(exigence de compétence). Nous centrons notre exposé sur 1’exigence heuristique, soit
I’existence de différents processus de résolution, et la fagcon de la mettre en ceuvre au sein
d’un systeéme tuteur. Pour pouvoir guider I’éléve dans la résolution d’un probléme complexe,
QED-Tutrix doit anticiper 1’ensemble de ces processus puis reconnaitre celui dans lequel
I’éléve s’engage. Nous présentons ci-dessous les choix de modélisation informatique qui se
sont imposes dés le début de la conception du systeme.

. MODELISATION DES PROCESSUS DE RESOLUTION : GRAPHE HPDIC

Lorsqu’un éléve effectue son travail de mathématicien a 1’école, le modele des espaces de
travail mathématique (Kuzniak et Richard, 2014) reconnait spécifiquement I’activation de
trois geneses, entre un plan épistémologique et un plan cognitif (Figure 1). Ces genéses
permettent d’apprécier des questions comme celles de la création du sens, de la validation de
propriétés ou de I’usage d’outils techniques en termes de coordination des genéses. Nous
intéressons ici aux genéses sémiotiques et discursives sous-jacentes a I’activité de
démonstration.

e Communication

Figure 1 — L'Espace de Travail Mathématiques et ses genéses.
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La genese sémiotique est le processus par lequel les signifiants, qu’ils soient textuels ou
figuraux, acquiérent leur statut d'objets mathématiques opérationnels. La genese discursive est
le processus par lequel les propriétés et les résultats organisés dans le référentiel théorique
sont actionnes afin d'étre disponibles pour le raisonnement mathématique et les validations
discursives. Au sein du systéme tutoriel, ces geneses sont prises en charge par deux processus
d’extraction et de traitement de 1’information : extraction des hypotheéses et des conclusions a
partir de I’énoncé du probléme (genése sémiotique), et organisation de ces derniéres en
démonstrations acceptables sous forme d’un graphe d’inférence et d’un texte argumenté
(genese discursive). Une inférence est une opération logique consistant a conclure la vérité
d’une proposition a partir d’autres propositions prises comme hypothéses, et d’une propriété
ou d’une définition prise comme justification.

Considérons le probléme suivant : ABCD est un parallélogramme de centre O ; On appelle M
le milieu de [AB] et N le milieu de [DC] ; Démontrer que (OM) est paralléle a (BC).

La figure 2 présente, sous forme de graphe, une inférence a partir de deux hypothéses
présentes dans 1’énoncé du probléeme : ABCD est un parallélogramme, O est le centre du
parallélogramme. Or, « le centre de symétrie d’un parallélogramme est le point d’intersection
des diagonales », donc O est I’intersection des diagonales [AC] et [BD].

EEESSS e e e
Figure 2 — Représentation d'une inférence sous forme de graphe.

Une preuve complete peut étre représentée par un graphe rendant compte de
I’enchainement des inférences qui la constitue. Deux inférences s’enchainent quand la
conclusion de la premiere devient une hypothése pour la suivante. Elle prend alors le statut de
résultat intermédiaire. Nous appelons un tel graphe un graphe HPDIC car il contient des
Hypotheses, des Conclusions, des résultats Intermédiaires et des Conclusions. (Leduc 2016,
Tessier-Baillargeon 2016). Les propriétés et définitions acceptables sont consignées dans un
fichier qui constitue le référentiel théorique du systeme. La constitution de ce fichier
informatique est le fruit du travail des didacticiens de 1’équipe et repose sur des observations
en classe et de manuels scolaires.

1. MODELISER LA GENESE SEMIOTIQUE

La construction du graphe HPDIC constitue la pierre angulaire de 1’architecture de QED-
Tutrix. Le défi est de le génerer, a partir d’un énoncé de probléme. Il faut pour cela extraire le
résultat a démontrer, mais aussi I’ensemble des hypothéses, et résultats intermédiaires qui
vont intervenir dans les démonstrations possibles, et de les structurer en un enchainement
d’inférences dont les justifications sont toutes issues du référentiel théorique. La figure 3
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présente un graphe HPDIC' représentant six preuves possibles pour le probléme mentionné
dans la partie 1I.

EEa ==
. ;
o=
[ -] I — E——
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e e — W e
- T e
ey > ————
e e i
o f]

Figure 3 — Exemple de graphe HPDIC

On trouve dans ce graphe plusieurs types d’information :

Les hypothéses explicites, comme ABCD est un parallélogramme. Ce sont les
informations qui sont directement accessibles dans le texte, moyennant une analyse
linguistique.

Les hypotheses implicites. Ce sont des hypotheéses qui ne nécessitent pas un pas
d’inférence, mais dérivent directement des propriétés d’un objet présent dans une
hypothése lexicale. Par exemple (AB) est parallele & (CD) est sous-entendu par ABCD est
un parallélogramme.

Les hypothéses dérivatives. Ce sont les hypothéses qui posent des objets intermédiaires
que I’on doit considérer ou construire pour avancer dans un pas de démonstration. Ces
objets sont potentiellement présents dans une hypothese lexicale, mais ne sont pas
explicitement décrits. Par exemple ABC est un triangle est porté par ABCD est un
parallélogramme, qui sous-entend implicitement que les points ABCD ne sont pas
alignés.

Les hypotheses contextuelles. Ce sont les hypotheses qui dérivent implicitement du
contrat didactique. Par exemple, ABC est un triangle est aussi une hypothese
contextuelle. Dans cette hypothése, on suppose en effet qu’on ne considere pas le cas
limite ou les points A, B, C et D sont alignés. De méme, dans le graphe de la figure 2,
I’hypothése [AD] est paralléle a [BC] est une hypothese contextuelle. En toute rigueur,

! Une version plus lisible de ce graphe est disponible & I’adresse :
https://www.mindomo.com/mindmap/067937c9f30f47269cd3b9e3b7779d30
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la propriété étre paralléle ne s’applique pas a aux segments, mais aux droites qui les
supportent. Cependant, certains enseignants acceptent la proposition [AD] est
perpendiculaire a [BC] car elle découle de I’expression «les cOtés opposés sont
paralleles » utilisée dans la définition du parallélogramme plutdt que «les droites
supports des cotés opposés sont paralléles ».

- Une conclusion explicite : le résultat a démontrer est ici clairement exprimé dans le texte.
D’autres cas de figure sont envisageables, ainsi que le résume la figure 3 ci-dessous.

La génération du graphe HPDIC a partir de I’énoncé du probléme débute par 1’ extraction
des informations textuelles explicites a partir d’une analyse syntaxique. Il peut aussi s’agir
d’informations graphiques codées directement sur une figure incluse dans 1’énoncé. Dans
notre exemple, il s’agit :

e d’une conclusion explicite indiquant clairement le résultat a démontrer : (OM) est
parallele a (BC),

e de trois hypothéses explicites: ABCD est un parallélogramme, M est le milieu de
[AB] et O est le centre du parallélogramme.

Cette premicre tache, bien que simple en apparence, n’est pas du tout triviale. Sur le plan
informatique, elle souleve quelques questions relatives au traitement automatique de la
langue. Le logiciel doit par exemple calculer le sens du verbe appeler qui indique ici une
hypothese, mais qui pourrait tout aussi bien indiquer une conclusion ou un résultat
intermédiaire dans d’autres énoncés comme celui-ci :« Soit ABC est un triangle. La
perpendiculaire a (AB) passant par C coupe (AB) en K, la perpendiculaire a (AC) passant par
B coupe (AC) en J. Comment appelle-t-on le point d’intersection de (KC) et (BJ) ? Justifie ta
réponse. ». Il faut également reconstruire 1I’information O est le centre du parallélogramme a
partir de la construction syntaxique de centre O rattachée a parallélogramme, ou repérer le
résultat a demontrer en tant que complément d’objet du verbe demontrer.

Une fois les informations lexicales extraites, le systeme doit prendre en charge I’extraction
des hypotheses implicites. Une premiére etape est le traitement de I’implicite définitoire,
c’est-a-dire le fait que tout objet géométrique en sous-entend d’autres qui constituent ses
caractéristiques. Dans notre exemple, le parallélogramme sous-entend quatre sommets, quatre
cotés consécutifs, quatre angles, deux diagonales (qui sont en fait les caractéristiques du
quadrilatére) ainsi que deux paires de cotés opposés paralléles. A cet implicite définitoire,
s’ajoute souvent un implicite dénominatif, qui permet d’instancier ces caractéristiques
génerales dans des objets géométriques particuliers. Dans notre exemple, 1’expression ABCD
est un parallélogramme permet d’instancier les caractéristiques du parallélogramme : les
guatre sommets sont A, B, C et D, les quatre angles sont DAB, ABC, BCD et CDA, les quatre
cotés consécutifs sont [AB], [BC], [CD] et [DA], les diagonales sont [AC] et [BD], les cotés
opposés et paralleles sont d’une part [AB] et [CD], et d’autre part [BC] et [AD]. Dans le
méme ordre d’idée, 1’hypothése BCD est un triangle est porteuse implicitement des
informations suivantes: BCD a trois sommets, trois cOtés et trois angles, qui sont
respectivement A, B et C, [BC], [CD] et [BD], et ABC, BCA et CAB.

Dans la figure 2, la fleche épaisse a droite, représentant la déduction de la proposition (AD)
et (BC) sont paralleles a partir de la seule proposition ABCD est un parallélogramme
constitue donc un raccourci inférentiel résultant de ces deux implicites. En réalité, le logiciel
devra passer au travers des étapes suivantes :

1. Extraire du texte I’expression ABCD est un parallélogramme en tant qu’hypothése
lexicale.
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2. Extraire du référentiel théorique la définition de 1’objet parallélogramme : « un

parallélogramme est un quadrilatere dont les deux c6tés opposes sont paralléles ».

Extraire du référentiel théorique les caractéristiques du quadrilatére.

4. Reconnaitre la denomination ABCD et réaliser qu’une instanciation de
parallélogramme doit étre faite.

5. Instancier les caractéristiques d’un quadrilatére en nommant les cotés opposes, cotés
consécutifs et diagonales.

6. Instancier la deuxieme partie de la definition du parallélogramme en gérant I’implicite
contextuel et générer les deux propositions possibles [BC] et [AD] sont paralléles ou
(BC) et (AD) sont paralléles.

w

Ces considérations informatiques éclairent les considérations didactiques sur la lecture
d’énoncé. L’¢léve qui résout le probléme est lui aussi en prise avec 1’extraction des objets
mathématiques, et de leurs caractéristiques, a partir des informations contenues dans 1’énoncé.
La question de I’importance du vocabulaire et des pratiques langagiéres dans 1’appréhension
des objets mathématiques prend ici tout son sens (Venant et al., 2015, Gobert, 2013). La
traduction informatique des propriétés et des hypothéses exige une grande précision dans la
définition des objets et 1’utilisation du vocabulaire, alors que le langage courant peut parfois
accepter d’assimiler certains concepts comme coté et segment, ou méme droite et segment,
dans I’expression des propriétés de parallélisme par exemple. L’extraction des informations
textuelles, et la gestion des implicites, se concrétisent souvent dans la réalisation d’une figure.
Ainsi, qu’une figure accompagne ou pas 1’énoncé, 1’éléve va en tracer une pour lui-méme. Le
role de la figure peut éventuellement aller plus loin. L’éléve peut en effet construire tout ou
partie de son raisonnement de facon instrumentale (Richard et al., a venir). La modélisation
informatique que nous avons réalisée permet de mettre au jour des enjeux didactiques
présents dés les premieéres phases de la résolution de probléme, incluant 1’importance de
I’articulation des registres sémiotiques (Duval, 1991). De plus, la question des raccourcis
inférentiels souleve celle de la validité d’une preuve, en lien avec le contrat didactique : Quels
sont les implicites ? Quel est le niveau de rigueur attendu ou que peut-on considérer comme
trivial? Certaines hypothéses dans une inférence peuvent-elles étre considérées comme
facultatives ? Quels cas limites traite-t-on ?

Le logiciel, quant a lui, appréhende ces questions en surgénérant des hypotheses, anticipant
au maximum celles qui sont implicites. Une fois extraites, toutes les hypotheses et
conclusions sont mises en instance discursive, mais seules certaines hypothéses seront
retenues dans le graphe complet, c’est-a-dire seulement celles qui produisent un effet dans
I’ensemble des démonstrations possibles. L’obtention du graphe complet, ¢’est-a-dire 1’ajout
de tous les chemins acceptables au sein du graphe, releve de la genese discursive. Le graphe
HPDIC doit contenir toutes les inférences, ou pas de démonstration, qu’un didacticien ou un
enseignant jugerait acceptables en fonction du probléme a résoudre, du contexte scolaire et de
I’apprentissage Visé. Cette exigence d’intégration dans un contexte d’enseignement ou
d’apprentissage n’est pas banale. Dans la théorie des situations didactiques en mathématiques
(Brousseau, 1998), et plus particulierement au regard de la notion de contrat didactique, on
considere que 1’¢leve et ’enseignant ont des responsabilités réciproques par rapport aux
connaissances en jeu. On peut certes parler de regles dans un partage (asymétrique) de
responsabilités, certaines étant bien connues de tous, mais la plupart sont implicites, pouvant
résulter bien plus d’une habitude de classe que d’une contrainte nécessaire. Ainsi, sur le plan
du discours, et plus précisément dans une logique déductive, l’enseignant peut tolérer
plusieurs types de raccourcis inférentiels, parce que cela faciliterait la lecture d’une preuve ou
la rendrait pédagogiquement plus efficace. De plus, 1’éléve qui s’initie progressivement au
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discours déductif risque de trouver ses propres raccourcis inférentiels, dans un équilibre qui
évolue au fur et a mesure que lui et ses compagnons s habituent au discours déductif en
mathématique. La question de la lisibilit¢ d’une preuve ou celle de I’acceptabilité d’un
raisonnement sont donc étroitement liées au contrat didactique, c¢’est-a-dire a la géométrie en
tant qu’activité (Font, Richard et Gagnon 2018). Les défis didactiques que soulevent les
geneses semiotiques et discursives informatiques sont résumés dans la figure 5.

Dominance de la
geneése sémiotique

Dominance de la
genese discursive

Enoncé du probléme

Texte

—

Figure

. Hypothéses lexicales ou graphiques

Celles qui sont accessibles dans le
texte ou codées dans la figure.

. Hypothéses implicites

Celles qui sont sous-entendues dans
les objets ou leurs représentations
(cotés opposés paralléles, points
alignés sur une figure, ...).

. Hypothéses dérivatives

Celles qui découlent des objets
intermédiaires que I'on doit considérer
ou construire en partant pour
permettre I'expression des objets
(superfigure du probleme).

. Hypothéses contextuelles

Celles qui dépendent du contrat
didactique, comme le traitement des
cas limites, I'acceptation ou non de
quadrilatéres concaves), etc.

Enjeu : extraction des
hypothéses et conclusion+s

a.

Propositions
en instance
discursive

Conclusion explicite

Donnée dans I'’énoncé du probleme.
Conclusion intrinséque

Sous entendue dans la logique du
probléme, doit d’abord étre
conjecturée.

Conclusion-s provisoire-s

Qui s’inscrit dans une dialectique du
contre-exemple, son invalidation peut
mener a I'ajout d’une nouvelle
hypothése au probleme.

Conclusion contextuelle

Qui se rattache aux habitudes dans la
casse, comme l'interprétation des
figures impossibles ou de situations
de type «aucune de ces réponses», le
choix du référentiel (ex. définition
inclusive ou exclusive du trapéze,
I'ordonnacement des propriétés), etc.

Processus de résolution

Ensemble d’inférences
(et calculs)

Enjeu : formation des
graphes

. Graphe complet

Sa constitution des hypothéses vers
la conclusion; possibilité d’intégration
de chaines d’inférences équivalentes.

. Organisation des raccourcis

inférentiels sous forme de :

- Surgraphe, soit le graphe complet
plus I'ajout d’une nouvelle propriété
dans le référentiel (chemins en plus);
- épigraphe, c’est-a-dire le graphe
complet avec des encapsulations
(moins de chemins).

. Lisibilité

Génération du discours a partir du
graphe complet.

. Effets de contrat

Référentiels (flots déductifs) ou
heuristiques disponibles dans la
classe.

Figure 4 — Genéses sémiotiques et discursives dans QED-Tutrix

IV.  CONCLUSION

Notre réflexion se situe au carrefour de ’informatique et de la didactique. La conception
de QDEX prend en compte 1’usager trés tot dans le processus pour pouvoir le guider au
mieux. Dans cette optique, les geneses sémiotique et discursive informatiques doivent
reprendre les caractéristiques de celles de 1’usager et étre a la fois complémentaires et trés
imbriquées, afin de mener a des preuves acceptables et lisibles, mais aussi de permettre la
caractérisation d’un éventuel blocage de 1’éléve en termes de résultats a démontrer et de
propriétés a utiliser. C’est une étape indispensable pour pouvoir proposer a I’éléve un
probléme connexe qui lui permettra de dépasser son blocage. L’idée de répondre a un blocage
de I’éléve en lui proposant la résolution opportune de problémes constitue une solution
effective a I’'une des difficultés majeures de 1I’enseignement : éviter de donner des réponses en
méme temps que les questions lorsque 1’¢éléve est en difficulté. En ce sens, notre projet
soulage théoriquement un paradoxe de Brousseau (1998), que 1’on appelle «paradoxe de la
dévolution» : tout ce que fait I’enseignant pour faire produire, par les éleves, les
comportements qu’il attend tend a diminuer I’incertitude de I’¢éleve et par la, a priver ce
dernier des conditions nécessaires a la compréhension et a I’apprentissage de la notion visée;
si I’enseignant dit ou signifie ce qu’il veut de la part de 1’¢éléve, il ne peut plus 1’obtenir que
comme exécution d’un ordre et non par I’exercice de ses connaissances et de son jugement.
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La notion de dévolution, en tant que levier didactique pour I’enseignant et condition
indispensable pour le développement de 1’autonomie de 1’¢leve, gagne en force et reprend ici
I’idée qu’un probléme connexe appartient a I’espace de travail du probléme racine et que
I’enseignant cherche a rendre cet espace a 1’éléve en lui laissant la responsabilité de la
résolution. Le développement de 1’autonomie dans I’apprentissage est un enjeu social majeur.
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