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Résumé.L’enjeu de cet article est double. Dans un prengeips, il s'agit de mettre en évidence I'impor&anc
de la prise en compte de la dimension culturellesdanalyse de textes historiques. En guise d'g@temdes
preuves d’Euclide et de Kummer de l'infinité desntwes premiers sont étudiées. Il s’agit ensuit@alater
I'intérét didactique de I'exploitation du décalagdturel en jeu dans l'utilisation de textes higjaes en classe
de mathématiques. Dans cette perspective, uneimg#éation menée dans une classe de terminaletifigea
(18 ans) et relative a une preuve d’Euclide deidtexce d’'un diviseur premier pour tout entier gjusnd que 1)
est présentée. Toutes les analyses de preuveséespdans cet article sont fondées sur la distmctiotre
dimensions organisatrice et opératoire du raisoem¢n arithmétique.
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Introduction

Comme le montrent plusieurs travaux (Fauvel & vaaakkn, 2000), I'histoire des
mathématiques peut étre un outil pertinent a Ia fpaiur étudier le processus de construction
des idées mathématiques et pour concevoir destéstpour la classe. Nous identifions deux
pistes méthodologiques a la fois distinctes et eptfilles de s’articuler pour penser la
dimension historique dans I'enseignement des madtigues : I'intégration d’'une dimension
historiqgue dans la classe d'une part, et I'exptmitade I'histoire des mathématiques pour
concevoir des activités (au sens le plus large) peowlasse. La distinction entre ces deux
pistes méthodologiques réside dans la différencstateit de I'histoire des mathématiques :
dans le premier cas, I'histoire des mathématigeeawant tout objet d’étude alors que dans le
deuxiéme elle joue le rble d'outil didactique. Darette contribution, nous proposons la
rencontre de ces deux pistes a travers I'exploitatie textes historiques en classe de
mathématiques. Ici, I'histoire des mathématiqudsaek fois objet d’étude via I'étude de
textes historiques et outil didactique via I'expdbion du décalage culturel en jeu.

Dans une premiere partie, aprés avoir présenté woitil d'analyse du raisonnement
en arithmétique (Battie, 2007), nous analyserons gigeuves historiques du caractere infini
de I'ensemble des nombres premiers : une preuvactide (llleme siecle av J.C.) et une
preuve de Kummer (1810-1893). L’enjeu dans cettdiep@st de mettre en évidence la
nécessité de prendre en compte le contexte cultiergiroduction d’une preuve historique
pour I'analyser. Dans une deuxiéme partie, a pditine experimentation menée en classe de
terminale scientifique (18 ans, grade 12) (Ba@®)8), nous essaierons de montrer en quoi le
décalage culturel en jeu dans I'introduction dedsyistoriques en classe de mathématiques
peut étre un outil didactique précieux pour I'egsant.

1. Prise en compte de la dimenson culturelle dansahalyse de preuves
historiques en termes de dimensions organisatrice eperatoire

Dans le raisonnement en arithmétique, nous distingudeux dimensions qui
interagissent. Lalimension organisatrice’identifie au raisonnement global qui organise et
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structure les différentes étapes (on pourrait pahle« squelette » de la démonstration). Par
exemple, outre les figures usuelles du raisonnenmathématique, en particulier le
raisonnement par l'absurde, on identifie au nivel la composante organisatrice le
raisonnement par récurrence (et autres formes Idigafpon dans le raisonnement de la
propriété de bon ordre de I'ensemble N), la digjiomcde cas et la recherche exhaustive avec
'idée de ramener la résolution d’'un probleme auti® d’'un nombre fini de cas, le jeu
d’extension-réduction (méthode spécifique aux amwefactoriel$) et le principe local-
globaf. La dimension opératoirecorrespond quant a elle & tout ce qui reléve des
manipulations calculatoires (au sens le plus lagge}ont opérées sur les objets en jeu et qui
permettent la mise en oeuvre des différentes étdpelm dimension organisatrice. Nous
identifions par exemple les formes de représematiwisies pour les objets, I'utilisation de
théoremes-clefs, les manipulations de nature alpébret I'ensemble des traitements
opératoires relevant de I'articulation entre laisture d’anneau de (Z,+,x) et celle d’'ensemble
bien ordonné de (N5) relative aux deux ordres divisibilité et ordretural. Parmi les
nombreux travaux didactiques sur le raisonnemeiténaatique et la preuvenous pouvons

en particulier mettre en perspective notre disiimctentre dimension organisatrice et
dimension opératoire (dans le raisonnement ennaéiilque) avec la structuration des preuves
de Leron (1983). Comme nous l'avons montré (Bai@)7), une analogie est priori
possible mais seulement sur certains types de ese@omme annoncé en introduction, nous
nous intéressons dans cette partie a deux preustesidues de I'infinité de I'ensemble des
nombres premiers. Nous allons proposer une analysgparative en termes de dimensions
organisatrice et opératoire de ces deux preuvgsarant en compte la dimension culturelle
en jeu. Comme le propose Bagni (2008), nous cormidédeux quadruplets (énoncé, preuve,
théorie, contexte) et non pas seulement I'ensefobheé d’un énonceé unique et deux preuves
dépouillées de leur contexte de production. Nowaiesons au cours de cette analyse de
mettre en évidence l'importance de la prise en d¢enge la dimension culturelle pour
I'analyse de ces textes historiques.

Le texte d’Euclide (1994) est le suivant:

! Lorsqu'il s’agit par exemple de montrer qu’'une gmiété est vraie pour tout élément de Z : cet amréant

factoriel (donc en particulier ncethérien) si 'oomtre que la propriété est multiplicative (au seasi elle vraie

pour deux éléments alors elle est encore vraie [@aurproduit) et qu’elle est vraie pour tout nomipremier,

alors elle sera vraie pour tout entier.

2 Un exemple élémentaire est donné dans (Hararyf)20Rroposition. Soitm un entier de la forme

m=4r(8s+7)avecr et s entiers strictement positifs. Alors 'équatiotf + y? + z2 = mn'a pas de solutions
rationnelles. Démonstration. S’il y avait une satrationnelle, il y aurait une solution entiém@nrtriviale (en
chassant les dénominateurs) pour 'équasr 7)t? = x* + y? + z2. Quitte & diviserx,y,z,t par un méme
nombre, on peut alors supposer qu'ils sont pren@ietie eux dans leur ensemble. On regarde en&digation
modulo 4 : dans Z/4Z, les carrés sont 0 et 1 j ding peut étre pair sinotf + y? + z2 serait divisible par 4 ce
qui impliquerait que,y,zsoient tous pairs, en contradiction avec I'hypothddlais sitest impair, alors

(8s+7)t%est congru & -1 modulo 8 ef + y? + z?aussi, ce qui est impossible car les carrés de 80, 1

et 4.
® International Newsletter on the Teaching and Liegrof Mathematical Proof http://www.lettredelapvetit
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20

Les nombres premiers sont plus nombreux que touldtude de nombres premiers
proposeée.

Soient les nombres premiers proposés A, B, Cislguk les nombres premiers
sont plus nombreux que A, B, C.

En effet, que soit pris le plus petit nombre méqar A, B, C, et que ce soit DE et
gue l'unité DF soit ajoutée a DE. Alors ou bien & premier ou bien non. D’abord qu'il
soit premier ; donc sont trouvés les nombres prenfie B, C, EF, plus nombreux que A,
B, C.

Mais alors que EF ne soit pas premier ; il estcdoesuré par un certain nombre
premier (VII.32). Qu'il soit mesuré par le nombremier G. Je dis que G n’'est pas le
méme que I'un quelconque des A, B, C. En effet;est possible, qu'il le soit. Or A, B, C
mesurent DE ; donc G mesurera aussi DE. Mais iluneeaussi EF ; il mesurera aussi
I'unité DF restante tout en étant un nombre ; deeqtiabsurde. G n’est donc pas le méme
que I'un des A, B, C. Et il est supposé premiern©eont trouvés les nombres premiers
A, B, C, G, plus nombreux que la multitude proposiés A, B, C. Ce qu'il fallait
démontrel

Le texte de Kummer (1878) est le suiVant

Soit posé que le nomBrdes nombres premiers, contenus dans une suitéeinfe nombres,
soit fini, alors le produit de tous les nombresniers, que je désigne pRr devrait étre auss
un nombré fini déterminé :

P=235.7.11.13 ..p.
Mais ce nombrd® devrait avoir une propriété tout a fait partictdiea savoir qu'aucun de
tous les nombres a notre disposition ne pourrag @temier avec lui, a I'exception de un.
Parce qu’en effet tout nombre arbitraingeut étre représenté comme un produit de nombres
premiers, alors tous les nombres premiers contdansm devraient nécessairement aussi
étre facteurs communsnaetP. Si I'on considere maintenant seulement tous éesbres qui
sont plus petits quP et les nombres premiers aveécalors, puisque le nombre un serait le
seul de ces nombres, on devrait awiP)=1, ot $ est le signe de Gaudssonnu pour ce
nombre. Mais/maintenant, par des regles élémentaiomnues pour la détermination du
nombred(m), on & :

¢(P)=(2-1)B-1)6-1)(7-1)(11-1)(A13 - 1)(p=1),

donc¢(P) n’est pas égal a un. La supposition que le nofmiedous les nombres premiers
soit fini, qui conduit a cette contradiction, easgonséquent fausse. Donc le nombre* de tous
les nombres premiers n’est pas nombre* fini.

* Traduction de Pierre Crépel (CNRS - Institut Céamlbrdan, Université Lyon 1, Université de Lyon).

® anzahl: cardinal ; dans la suite du texte nous indignere sens a l'aide du symbole *.

® zahl: nombre (entier) ; dans la suite du texte, si eprécise pas, il sagit de ce sens-la et non ds sardinal
(anzh).

’ De nos jours on parle plutét de lindicatrice dé qui est la fonction de I'ensemble des entierstement
positifs dans lui-méme, quirdassocie le nombre d'entiers positifs inférieunsed premiers avea.

8 Cette formule a pour origine la propriété multplive de la fonctiop et sa valeur dans le cas particulier d’un
nombre premiep(p) =p— 1.
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Du point de vue de la dimension organisatrice, desx preuves mettent en scéne un
raisonnement par I'absurde mais celui-ci n’a panéene statut. Dans la preuve de Kummer,
il est la dimension organisatrice principale : do@it & une contradiction sous I'hypothése
de la définition d’'un nombre premier et de cellecdwactére fini de I'ensemble des nombres
premiers. L’énoncé en jeu est bien que I'ensemeerbmbres premiers est infini ; Kummer
se réfere explicitement au concept d’infini actugrs de la publication de ce travail (1878),
le concept d'infini est présent et utilisé dansplatique mathématique. Dans la preuve
d’Euclide, la dimension organisatrice principalé @s raisonnement direct au sein duquel est
Mis en ceuvre un raisonnement par lI'absurde quarafipalors comme sous-dimension
organisatrice. L’énoncé d’Euclide exprime le cageetinfini de I'ensemble des nombres
premiers uniqguement en termes d’infini potentiebnfrmant I'analyse de Bagni (2008),
citons Vitrac (Euclide, 1984, 444 — 445) :
« Cette célebre proposition établit I' « infinitudede I'ensemble des nombres
premiers comme on le dit souvent. En fait I'énorafirme qu’une multitude
guelconque (mais bien entendu finie) de nombresigrs n'en épuise pas la « liste »
».
L’élément opératoire associé au raisonnement phslirde est I'exploitation d’une propriété
de I'ordre divisibilité : si un entier divise deextiers, il divise aussi leur différence (dans les
deux preuves on aboutit a une contradiction cdiffarence est égale a I'unité). La différence
de statut du raisonnement par I'absurde induit tatus différent de cet élément opératoire
dans les deux preuves. Selon nous, c’'est ce décdtagtatut qui conduit Bagni (2008, 221) a
conclure : « In Kummer’'s version, the propértjted is the core of the proof. ».
La preuve d’Euclide est plus complexe que cell&demer du point de vue de la dimension
organisatrice car on identifie trois niveaux auulid’'un: celui du raisonnement direct
principal, celui du raisonnement par I'absurde edticd’'une disjonction des cas premier et
non premier associée a lutilisation explicite @e groposition VII.32. Comme nous le
soulignerons dans la deuxieme partie, la classificades entiers (entiers naturels autres que
1 et 0) en entiers premiers et entiers non prenjoers un réle important dans I'arithmétique
euclidienne. Le statut du raisonnement par disjonaie cas est prédominant par rapport au
raisonnement par l'absurde en termes de dimensiganisatrice. Selon nous, cette
prédominance fait écho a I'analyse de Vitrac (El&lil984, 444) via I'élément opératoire en
jeu : « Elle [proposition IX 20] repose sur le fgite tout nombre est premier ou possede un
diviseur premier ». D’un point de vue logique, Igjahction de cas est inutile mais, si I'on
prend en compte la spécificité de la pratique aréitique grecque, il est Iégitime de la faire
apparaitre ; nous retrouverons cela dans I'anadgsepropositions VII 31 et VII 32. Cette
disjonction des cas conduit a une particularitératpée: la prise en compte de la relation
d’ordre naturel (dans le cas premier). Dans layrede Kummer, c’est exclusivement via
I'utilisation de la fonction indicatrice d’Euler f(c ci-aprés) que cette relation d'ordre
intervient dans le travail opératoire.
Pour compléter I'analyse en termes de dimensiomatqiée, on observe que dans la preuve
d’Euclide, la spécificité des objets en jeu (nomslppeemiers) n’est pas utilisée. En particulier,
pour I'introduction du nombre-clef du coté opéretpie « plus petit nombre mesuré par A, B
et C », C'est-a-dire le ppcm de ces trois nombremjers égal au produit ABC, le caractere
premier n'est pas exploité. Dans la preuve de Kumpae contre, on construit I'objet-clef
directement a partir du produit des différents noalpremiers (ensemble fini par hypothese)

® « If a number divides two consecutive numberdivides their difference (i.e. the unit) as wetidathis is
impossible ».
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et non de leur ppcm. De plus, il est a souligner ceractéristique opératoire de la preuve de
Kummer® : I'utilisation de la fonctionp indicatrice d’Euler (appelée dans son texte laesig
de Gauss). Cette caractéristique essentielle, ngluiiti I'utilisation de la notion de nombres
premiers entre eux, conduit & prendre en compteate particulier de I'image par cette
fonction d’un nombre premier qui permet a Kummeabdutir a une contradiction. Le
caractére essentiel de cette caractéristique apéragst donc d’autant plus mise en avant
gu’elle participe aux interactions entre dimensiongyanisatrice et opératoire: la
contradiction du raisonnement par I'absurde estrak# par une différence de valeurs de la
fonction pour un méme nombre.

Rowland (2002, 165 — 166), partant de la preude diEuclid’s classic proof »
propose une preuve constructive du caractére iini’ensemble des nombres premiers.
Nous donnons ci-apres la preuve qu'il attribue alida :

« we suppose that there is only a finite numbed kst them asp,, p,,....p,. The

integer N = p,p,...p, +1is then clearly not a multiple of any of the prinleded, yet

(being an integer) it must have a prime divisorwsohave a contradiction ».
Remarquons, conformément a notre analyse précédgriten’est pas pertinent d'attribuer
cette preuve a Euclide (parmi les preuves d’EucktieKummer, c’est de la preuve de
Kummer qu’elle se rapproche le plus, puisque laetision organisatrice principale est un
raisonnement par I'absurde et non un raisonnemieettdcontenant un raisonnement par
I'absurde)). La preuve constructive proposée paagtur est la suivante :

« Let p, =2 (this is arbitrary, it could be any prime), and &very natural number n,

define p,,, to be a prime (the least, say), which dividesp,p,...p, +1. The existence
of p,, distinct from p,, p,,....p, Needs to be justified as before. »

L’analyse d'une preuve pose assez naturellemeqtiéstion de l'identification des ressorts
essentiels. Cette recherche d’identification dessods est d’autant plus légitime face a
plusieurs preuves d'un « méme » (les guillemetsr pappeler que cette unicité est toute
relative si I'on prend en compte les contextesurals en jeu) résultat. L’analyse d’une
preuve arithmétique en termes de dimensions orgiaitis et opératoire aide a I'identification
de tels ressorts (Battie, 2007) et I'analyse comtpas de plusieurs preuves arithmétiques
renforce cette aide (Battie, 2003). Quelque soitdimension organisatrice principale
(raisonnement par I'absurde ou raisonnement djrdat)s les trois preuves on observe que le
successeur du produit (ou ppcm) des nombres premrejeu (en nombre fini) joue un réle
essentiel. Ensuite interviennent deux résultatis clBexistence d’un diviseur premier et une
propriété de la relation divisibilité. Suivant larension organisatrice principale, un résultat
plus que l'autre va apparaitre comme essentiel ldaingvail.

Dans la continuité de cette analyse, nous nodseissons a I'exploitation didactique
du décalage culturel en jeu dans I'utilisation Esse de mathématiques de textes historiques.

2. Des textes historiques dans la classe de matheimgaes

Au sein de 'IREM (Institut de Recherche sur 'Eiggeement des Mathématiques) de
Lyon, le groupe « Un chercheur dans la classeouagrincipal objectif de donner aux éleves
de lycée une image des mathématiques comme soierasge grace a des interventions de
chercheurs dans leurs classes. Les visites preuifédrtentes formes : conférences, débats,
travaux en groupes pour les éléves. Dans ce centerlls avons proposé a une classe de

19 Caractéristique non mentionnée par Bagni (2008).
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terminale scientifique (18 ans, grade 12) de dérsonte théoreme fondamental de
I'arithmétique (existence et unicité d’'une déconifiams en produit de nombres premiers pour
tout entier égal ou supérieur a 2) a partir deetexiistoriques dont la proposition 31 du livre
VIl desElémentd’Euclide (1994) (Battie, 2008). Le texte d’Euclil©94) fourni aux éleves
est reproduit ci-apres :

31
Tout nombre composé est mesuré par un certain ropmbmier.
A i
B i i

C ——

Soit un nombre composé A. Je dis que A est mesaréup certain nombre
premier.

En effet, puisque A est composé, un certain norgbreesurera. Qu’il le mesure
et que ce soit B. Et si B est premier, ce qui ¢taascrit aura été fait. S’il est composé, un
certain nombre le mesurera. Qu'il le mesure etcpisoit C. Et puisque C mesure B et
gue B mesure A, lgnombré C mesure donc aussi A. Et, d'une part si C eshjae ce
qui était prescrit aura été fait, d'autre part a§t composé, un certain nombre le mesurera.
Alors linvestigation étant poursuivie de cette dag un certain nombre premier sera
trouvé qui mesurerpA]. Car s'il ne s’en trouvait pas, des nombres emtipdaillimitée
mesureraient le nombre A, dont chacun serait pktf gue le précédent; ce qui est
impossible dans les nombres. Donc un certain nopenmier sera trouvé qui mesurera le
[nombré précédent et qui mesurera aussi A.

Donc tout nombre composé est mesuré par un certaitbre premier. Ce qu'il
fallait démontrer.

Les questions accompagnant ce texte étaient leardas :

1. Ecrire la preuve d’Euclide avec votre langage matitéjue.

2. En utilisant la proposition 31 d’Euclide, démontgere tout entier naturel strictement
plus grand que 1 peut s’écrire comme produit de bmem premiers (résultat qui
constitue une partie du théoreme fondamental di¢hiraétique).

Pour aider a la lecture du texte historique, nodsrng donné par écrit deux éléments de
vocabulaire aux éleves :
— Nombre composé : entier naturel qui n’est pas peemi
— Un nombre A est mesuré par un nombre B ou encone®ire A : A est divisible par B

ou encore B divise A.
La spécificité des nombres en jeu n’est explicgge dans le premier élément. Aux cing
affirmations mathématiqguement équivalentes menéenrpar Zazkis (Zazkis, 2002) pour
exprimer la relation de divisibilité s’ajoutent ldsux précédemment citées.

La représentation des trois nombres A, B et C w@a skgments de droite ainsi
regroupés dans le texte d’Euclide favorise selamsnme lecture en termes de relation
d’ordre naturel : A est plus grand que B, qui estiéme plus grand que C. Et c’est cet
ordre-la qui est essentiel pour la dimension oggtrice de la preuve : le raisonnement
suivi par Euclide est un raisonnement indirect, lf@osurde, exploitant la propriété que
toute suite strictement décroissante d’entiers ratguest finie. Et, du coté de la
dimension opératoire, c’est la relation d’ordreiglhilité qui prime et en particulier la
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transitivité de cette relation. La correspondanteeel’ensemble des trois segments A, B
et C et les trois nombres A, B et C intervenantsdarexte de la preuve permet de mettre
en valeur l'articulation entre la structure d’anmede (Z,+x) et celle d’'ensemble bien
ordonné (Nk) relative aux deux ordres divisibilité et ordrdural : B mesure A et B est
plus petit que A, C mesure B et C plus petit qu€®&tte articulation, trés insuffisamment
mise en valeur dans I'enseignement, est ici essdknét coincide avec celle existant entre
dimensions organisatrice et opératoire. Comme tauens souligné dans la premiére
partie de l'article, la présence d’'une disjonctitas cas premier et composé rencontrée du
coté de la dimension organisatrice est liee a hépode la proposition VI.31 qui nous
renseigne spécifiguement sur le cas composé. Commeeuligne Samuel (1967), pour
démontrer I'existence d’un diviseur premier pourttentier plus grand que 1 il n’y a pas
besoin de séparer les cas premier et non premiest (& prise en compte du contexte
culturel associé a la proposition VII.31 (et VII'32qui Iégitime la mise en valeur de
cette disjonction de cas; citons Vitrac (Euclid®84) a ce sujet Les Propositions VII.
31-32 permettent de préciser le rble fondamentat d®mbres premiers comme
« générateurs » des nombres, par 'opération deinme®n peut facilement inclure la Prop.
VIl 31 dans la suivante pour n'avoir qu'un énonogis lesElémentsont préféré isoler
I'aspect « technique » (31) et 'aspect « clasattiae » ».

Avec I'énoncé et la preuve de cette propositionudiEle, nous avons les
éléments-clefs, pour démontrer la partie existetheelFA: la proposition 31 du coété
opératoire et le raisonnement indirect, par I'absurexploitant la propriété que toute
suite strictement décroissante d’entiers naturels fimie pour I'élaboration de la
dimension organisatrice.

Nous allons a présent, dans un premier temps, e¥tliels productions écrites
finales, reproduites en annexe, de deux groupdewvd'® Nous disposons d’'une preuve
de la proposition 31 pour les deux groupes et djpmeeive pour la partie existence du
TFA uniquement pour le groupe 2. Du c6té de la disian opératoire, on constate que la
transitivité de la relation d’ordre divisibilité tesxplicitée par les deux groupes dans
I'écriture d’'une preuve de la proposition 31. Pleugroupe 2, cet élément clef est écrit en
premier et il est particulierement bien mis en uald®our ce qui est de la dimension
organisatrice, ils ont adopté un raisonnement tisams justifier que la démarche
amorcée se termine : « [...] et ainsi de suitecrit & groupe 1, «[...] et on retrouve nos
deux possibilités pour C. » conclue le groupe 2d@mier fait de méme pour sa preuve
de la partie existence du TFA : « [...] et on reprées étapes précédentes pour C. ». La
spécificité des nombres en jeu est mentionnée oisephr le groupe 1 au début de sa
preuve (« soit AIN ») et une fois par le groupe 2 dans sa deuxiemevp uniqguement
(« A=kB, KCON* et k=2 »). La relation d’ordre naturel existant entrs ifferents
nombres intervenant dans leurs preuves n'est édaicue par le groupe 2, une seule
fois (« A=kB, KIN* et k=2. B < A. ») sans que cela soit repris. La deuxignmeeive du
groupe 2 exploite judicieusement le résultat deptaposition 31 et sa dimension
organisatrice a les mémes caractéristiqgues que dellsa preuve de la proposition 31 :
raisonnement direct sans justification du caradti@rede la démarche et disjonctions de
cas mises en avant. Du c6té de l'opératoire, latioel de divisibilité est traduite en
termes de division euclidienne via le mot dividenele faisant la confusion entre
dividende et quotient. Le symbolel « utilisé par convention pour exprimer la relation

1« Tout nombre est soit premier soit mesuré parautain nombre premier. » (Euclide, 1984, 340).
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d’ordre divisibilité, et qui se lit divise, est sbha-t-il employé par les éléves du groupe 2
en référence a la division euclidienne.

L'analyse de la recherche des éléves nous appertmodveaux éléments. Nous
souhaitons souligner en premier lieu que ce qustrpas justifié par les éleves du coté de
la dimension organisatrice dans leurs productiar#es apparait dans leur recherche
comme quelque chose de problématique. Dans le grdula contradiction soulevée par
Euclide est questionnée :

Je vois par pourquoi c'est pas possible dans lebres que chacun serait plus petit
gue le précédent.

Parce que t'as forcément un moment.
Non mais a I'époque grecque ils ne considéraienepeore les nombres négatifs.
Quand tu arriveras a 1 tu arriveras.
Tous les entiers naturels elle a dit donc ouaip@ut supposer que pour eux les
négatifs ca existe pas.

Ouais.

ca paraitrait absurde pour eux de mesurer quelpseae négatif.
Ouais mais c'est pas ¢a si tu divises chaque foisaunbre par un nombre plus
petit c'est pas un négatif mais ca tend vers 0 niavaient pas inventé les
nombres a virgule c'est ¢a ?

Ouais je pense pas.

Ouais ils avaient pas vu les décimaux.

Extrait 2.2

Et, lors de la mise en commun, lorsque nous avensaddé de justifier<pourquoi ¢ca
s’arréte ?> en renvoyant a I'écrit d’'un autre groypm des éléves du groupe 2 a répondu :
Le dividende il est toujours plus petit que A danharrive a un moment ou on ne
peut plus continuer. lls n'utilisaient pas enceseriombres a virgule.

Extrait 2.10

Ce groupe regle donc le probléeme de la contradictaulevée par Euclide en se référant
au contexte mathématique historique et non aux ihesatrinseques de la preuve
développée.

Pour le groupe 1 quant a lui, le probleme est sgule

Oui donc euh, parce que la on peut dire que @sipremier ¢ca marche s'il est
pas premier il est divisible par plusieurs, enfgais pas il est divisible par
d'autres nombres, et il faut montrer que c'esirgas.
Faut partir avec un petit arbre, on part de A.

Faut montrer que cet arbre-la il est pas infinlagqun moment il s'arréte... Que
tu ne peux pas le diviser indéfiniment quoi.

Extrait 1.6
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Mais a aucun moment de leur recherche, méme emmrennnaissance de la preuve du
cours (par I'absurde et minimalité) qui ne leurasdfaucun secours, ils ne résoudront
cette question. Comme nous en avions fait I'hypsgh@ans notre analyse préalable, la
représentation des nombres A, B et C par des sdgrderdroite regroupés est interprétée
par ce groupe a l'aide de la relation d’ordre reltur

C'est quoi ca ?

C'est les nombres.

ca représente les nombres.

ca veut dire que A est plus grand que B et B est gfand que C.

Extrait 1.1

Dans la recherche de ce groupe, la relation d’ondtterel est évoquée a la lecture de
cette représentation des nombres et a celle deelave du cours mais n’est jamais
exploitée dans leur recherche. Ainsi, que ce smit pe groupe 1 ou le groupe 2, I'acces a
la dimension organisatrice de la preuve d’Eucligpaaait d’autant plus problématique.

La transitivité de la relation d’ordre divisibilitést bien explicitée dans les
productions écrites des deux groupes. L'analyseédeanges montre que les éléves sont
particulierement attentifs a cet élément de l'omm@ra et cela des le début de leurs
recherches. Un éléve du groupe 2 lui donne letstigtthéoreme « La j'ai 'impression
gu’on est en train de revoir le théoreme si a diviset si b divise c alors a divisexcLe
mot transitivité sera ensuite mentionné. Pendamtrdmiére demi heure de la recherche du
groupe 1, avant que nous clarifiions la consigngesaraupres de lui, une partie de ce groupe
pense gue la premiére consigne renvoie exclusiveméanoncé de la proposition 31. Dans
ce contexte, ce que retiennent certains élevesette proposition c’est la relation de
transitivité :

Donc écrire la preuve d'Euclide avec votre langamghématique. Vous avez
mis si B divise A et C divise B alors C divise A.
C'est pas la preuve ca.

lecture question 2

Ben c'est ¢a la preuve d'Euclide.

Extrait 1.2

En gros c'qui dit Euclide c'est que si B divisetACealivise B alors A divise C
c'est tout on va pas rentrer dans des raisonnements

Oui mais on montre.

C'est la deuxieme question, démontrer, elle dit&ta preuve d'Euclide avec
votre langage mathématique, c'est ¢ca notre langagieematique.

Extrait 1.3
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L'assurance avec laquelle les éleves utilisentrdasitivité et I'importance qu’ils lui
accordent contrastent avec la fragilité avec ldgquédt évoluent lorsqu’ils tentent
d'utiliser des pensées organisatrices rencontnéedasse. Comme nous l'avions montré
dans le cas du théoreme de Gauss (Battie, 20073 un déséquilibre dans le travail des
éleves en termes de contréle des deux dimensigasisatrice et opératoire. Ce sont des
elements de la dimension opératoire (en particaes théoremes emblématiques de la
culture d’enseignement concernée) qui guident paicement les éléves dans leur
recherche. On en trouve d’ailleurs des traces angroductions écrites. Nous avions en
particulier observé que la transitivité était bimise en valeur dans la preuve écrite du
groupe 2 de la proposition 31, notamment a l'aidlen@& numérotation. Lors de leurs
échanges, le statut de cette numérotation estsgréaja c’est le 1, j'ai mis des étapes.
Ce qui illustre clairement selon nous l'importardie role attribué par les éleves a ce
théoréme dans la démarche de preuve.

Du c6té de I'opératoire, il est important de reawesur la production écrite du
groupe 2 et I'extrait 2.10 ou, via la notion deidende (confusion avec la notion de
guotient), les éléves font référence a la diviganlidienne. L’extrait suivant nous éclaire
sur ce point :

Mais mais attend quand on notait ce symbole C @igiga veut dire qu'il y avait pas de
reste. Quand on mettait ce symbole la il n'y gva# de reste?

Non

[...]

Si on voit la division euclidienne avec les resées

C'est simplement tu te souviens quand tu fais insioh ben tu prends un grand
nombre tu le divises par un autre, au début tudfaisord qu'avec un chiffre et puis tu
les rajoutes au fur et a mesure. Par exemple gmeraire j'sais pas, 100 tu le divises
par 5 tu vas d'abord prendre le premier nombr@asweir que c¢a fait 2 il va rester 0.

On fait sans reste quoi.

Ensuite il te reste 0, voila, mais au début c'estque t'as qu'un chiffre et donc ca te
donne l'impression qu'il y a un reste en fait nestcsimplement que tu as fait la
division.

Extrait 2.4

hY

Dans cet extrait la relation de divisibilité estnpée en référence a la division
euclidienne: elle correspond au cas particulier l®treste est nulLe symbole ko
n'évoque pas specifiquement aux éléves la relatiordre divisibilité. Ce symbole se lit

« divise » et les éleves lui associent I'action diviser gppelle un résultat, comme
'explique I'un d’eux qui se situe au niveau detéehnique opératoire. Parmi lemq
expressions exprimant la relation de divisibilithre deux entiers A et B (Zazkis, 2002), « A
divise B » est la seule a qui est associé spéeifigunt un symbole dont l'utilisation favorise
naturellement cette expression par rapport awesuln classe de mathématiques, I'emploi
de ce symbole peut étre source de malentendusleEmseignant et les éleves si ces derniers
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n'utilisent pas ce symbole spécifiguement en réféeea la relation divisibilité. Comme cela
apparait dans cet extrait, les éléves peuvent taireun détour masqué pour l'interpréter. Le
vocabulaire spécifique a Euclide pour exprimerelation divisibilité est peut-étre a l'origine
de ce questionnement relatif a une pratique deelastérieure a cette recherche (« quand on
notait »), vocabulaire que certains éléves s’appgnp aisément comme en témoigne cet
extrait précédant I'extrait 2.4 : « Mais s’il estngposé on pourrait considérer que c’est le
produit de deux autres nombres. Donc en gros&’itemposé il est forcément mesuré par un
nombre qui peut étre B ».

Conclusion

Dans la premiére partie de ce texte, nous avory@ske montrer sur un exemple que
'analyse mathématique en termes de dimensionsniz@@ice et opératoire d’'une preuve
historigue ne peut étre menée sérieusement guensplend en compte le contexte culturel
dans lequel cette preuve a été produite. Nousgrepois donc la conclusion suivante de Bagni
(2008) : « Nous concluons que les exemples histesqgloivent étre compris dans le cadre de
leur contexte culturel et social, et que les steshwlde symbolisation et de rigueur appliqués
dépendent de ce contexte ».

Dans une deuxieme partie, en confirmant le décatagertant entre ce que donne a voir des
productions écrites finales d’éleves et ce que damrvoir la recherche a l'origine de ces
productions (Battie, 2007), nous nous sommes is$é&e a |'utilisation de textes historiques
en classe de terminale scientifique. La premiéreseha souligner est que les éleves,
spontanément, prennent en compte le contexte igigeordu texte que nous leur avons
proposé d’étudier. De plus, le décalage culturgearpermet de mettre a jour ce qui ne va pas
de soi mathématiquement pour les éleves ; ce dgrgbaut ainsi aider a soulever des
malentendus entre les éléves et I'enseignant. Racadre des journées 2008 de 'APMEP
nous avons animeé un atelier a partir de la sitnaligcrite ici. Les participants étaient pour la
plupart des enseighants de terminale scientifigllgous est clairement apparu que pour
certains il était évident pour les éleves que «mbgsbres en quantité illimitée mesureraient le
nombre A, dont chacun serait plus petit que le §aént ; ce qui est impossible dans les
nombres ». A partir de cette idée d’exploitatiort@des historiques en classe, les participants
de cet atelier ont également soulevé le probléemeérgé du niveau d’exigence en matiére de
rigueur a faire vivre dans la classe de mathémesiquour la rédaction de preuves. Nous
pensons tout d’abord que le décalage culturel andgns la lecture de textes historiques
favorise I'émergence non artificielle de cette diaesde rigueur au sein de la classe. Et, selon
nous, ce niveau d’exigence doit étre intimemenéligdentification des ressorts de la preuve
en jeu. Cette identification étant aidée par uredyese en termes de dimensions organisatrice
et opératoire, nous avons montré que les élevedrésesur l'ordre divisibilité, avaient
identifié la clef-opératoire mais que du c6té delilmension organisatrice les choses étaient
problématiques. Rappelons que la figure accompadedexte d’Euclide (représentation des
nombres par des segments) est porteuse de la migaleur de la relation d’ordre naturel,
dont l'articulation avec la relation divisibilitéseessentielle ici. En conclusion, nous pensons
que I'exploitation du décalage culturel en jeu déamsisation de textes historiques en classe
de mathématiques offre de riches potentialités afiigiaes ; nous avons essayé dans cette
contribution d’en pointer quelques-unes.

12 Association des Professeurs de Mathématique$dsdignement Public.
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ANNEXE

Production écrite finale du groupe 1

1) Soit ACN, A non premier. Il existe un entier naturel prenB tel que BIA.

Si B n’est pas premier alors un autre nombre Ctexed que CB et comme BA alors JA.

Si C est premier, alors A est divisible par un ncernfiremier et si C n’est pas premier, alors il
existe encore un nombre qui divise C et ainsi de.su

Donc tout nombre non premier est divisible par ambre premier.

[...]
Production écrite finale du groupe 2

1)
1) SiB[A et si B on obtient CIA
2) On a BA deux possibilités :
e Soit B un nombre premier
= la démonstration est faite
e On aun nombre C qui divise B et on retrouve naxgmssibilités pour C.
II) Soit A un nombre quelconque :
» Si A est premier, il est divisible par 1 et lui-m&m
* Si A est composé, on sait qu’il possede au moingdiuiseur premier. Soit k ce
diviseur premier.
On a KJA Soit B le dividende de cette division
Donc A=kB. KIN* et k>2.
B<A.
e SiBestégalal, onaB=1. A=k. On retrouverknpére hypothese.
* Si B est premier, on a A le produit de 2 nombresmers.
* Si B est composé, alors il posseéde au moins usealivipremier et on reprend les
étapes précédentes pour C.
Conclusion: tout nombre > 1 est le produit de nombre premier

[...]
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