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Résumé

L’'univers mathématique auquel sont confrontés tegegseurs en formation initiale se révéle
pour eux plein d’emblches a propos de questiongesbunattendues pour un observateur
extérieur, mais que révelent les dispositifs mipkce dans la formation que nous avons pu
observer cliniguement sur plusieurs années. Noossachoisi d’exposer, dans le cas des
systemes de nombres, quelques-unes des difficcidteontrées par les éléves professeurs,
qui, en bien des cas, apparaissent a l'analyse eomes symptomes de difficultés qui
affectent la profession elle-méme.

1. Introduction

Les nombres constituent une part essentielle autpritmmémoriale de [I'univers
mathématique mais, dans le curriculum scolairewadjbui en France, cette part est mitée par
d’innombrables lacunes que le professeur stagiir®ormation initiale & 'N'UFM découvre,
non sans surprise et sans inquiétude, non sanseeplés ou moins fortement géné en tout
cas, lorsqu’il entreprend, comme il le doit, degeigner.

Dans le cadre d’'une recherche (Cirade, 2006) postanla formation initiale des professeurs
de mathématiques dispensée au fil de plusieurseanad’lUFM d’Aix-Marseille, depuis
I'entrée en premiére année afin de préparer leaoscde recrutement jusqu’a la prise en
main de classes de collége ou de lycée en deuxaemée, nous avons pu mettre en évidence
I'écart considérable qui existe entre laathématiques a enseignetr le repérage nécessaire
d’'un corpus demathématiques pour la professiqde professeur de mathématiques) qui
devrait permettre d’élaborer desathématiques pour I'enseignementa fois authentiques
épistémologiquement, cohérentes formellement ejuatés didactiquement.

Ce travail de recherche s’est appuyé sur une @lirdgue de ladite formation, étude qui s’est
donnée pour objet lparole qui circule au sein de la formation étudiée enlatgnt un
dispositif interne a la formation, celui dgeestions de la semairaiquel fait écho |éorum

des question®u formés et formateurs ont tour a tour la parstjs une forme écrite ou
rapidement mise par écrit. C’est sur ces tracesescifigurant dans lesotes du séminaire
rédigées chaque année par le formateur qui erclzal@e, que nous allons nous appuyer pour
exposer quelques exemples de problemes mathéndidiaciques auxquels sont confrontés
les éléeves professeurs en formation et qui, en dencas, sont révélateurs de problemes
rencontrés, plus largement, par la profession.

2. Les décimaux comme symptome

La question des nombres, ou plutot dgstémesle nombres (N, Z, D, Q, etc.), cristallise en
elle un ensemble de difficultés que, vraisemblaklain les lauréats des concours de
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recrutement entrant en deuxieme année d'lUFM rcgent guére. Sans doute y a-t-il Ia, en
grande partie, un fait d’époque, écho d’une foramathathématique dans laquelle le souci de
la construction des systemes de nombres n’afflelire guére, alors que, par contraste, la
question occupait le devant de la scéne a I'épodee « mathématiques modernes ».
Longtemps, la formation supérieure en mathématifpiesencontrer la « construction » de Z
a partir de N, puis de Q a partir de Z, par « syisation », ensuite de R a partir de Q, enfin,
de C a partir de R, par différents procédés. Oaceént mis sur la construction des systemes
de nombres, qui atteint son apogée dans les anté&®, va ensuite étre levé
progressivement, au point que nombre de candidaBAPES de mathématiques semblent
aujourd’hui découvrir ces constructions a 'occasite la préparation au CAPES, concours
dont la liste des sujets de I'épreuve dite « d’eépo (premiére épreuve orale d’admission)
comporte traditionnellement la « construction dupsoQ des rationnels » ainsi que la
« construction du corps C des complexes »

Avant d’examiner concrétement les difficultés sigea par les éléves professeurs, il convient
de s’arréter un instant sur la question de 'annBades nombres décimaux. Hier comme
aujourd’hui, en effet, ce systeme de nombres, spomant traditionnellement dans
I'enseignement scolaire des mathématiques, notamankécole primaire, semble tout a fait
marginalisé dans la construction d’inspiration sé@ales structures numériques. Ce fait a été
pointé et développé par Alain Bronner (1997), limesm minutieux d’'un ouvrage de Jacques
Dixmier (1973) auquel cet auteur a procédé étastdclairant & cet égard :
Alors que les décimaux sont enseignés deés I'édétaantaire, il semble que les étudiants n’aiens plu
gu’une familiarité de surface avec ces nombre®rsémble D [...] Dans la période actuelléest un
des objets ignorés de I'enseignement universit@tenéme du deuxiéme cycle de I'enseignement
secondaire. [...] La place de D dans I'enseignemepéeur est minorée au profit de Q qui occupe
'espace : R est le complété de Q, et c’est suderaier que I'édifice numérique est béati. Par eXxemp
dans le cours de mathématiques de premiere annéendeignement supérieur de J. Dixmier on
rencontre les ensembles N, Z, Q, R. Les trois desnensembles de nombres sont construits
formellement ; en particulier R est présenté adéades suites de Cauchy de Q. Mais nous ne
rencontrons pas de trace de I'ensemble D dans 18spéges de ce livre, ni méme une écriture
décimale. (p. 216)
Le parti pris traditionnel, que le point de vue raotk n’a guére entarhéconsiste a regarder
les décimaux comme des cas particuliers de ratisndent on fait donc état aprés avoir
construit le corps Q, construction pour laquelledécimaux n’apporteraient rien s’ils avaient
été construits avant, puisque le corps des fraxtaes décimaux n’est rien d’autre que le
corps des fractions des entiers, a savoir Q lui-elééme a 'acmé des mathématiques
modernes, les meilleurs auteurs traitent 'anneav€&r une certaine distance. En 1964, ainsi,
dans un ouvrage intitulées notions de mathématiques de base dans l'eresamgm du
second degréJacqueline Lelong-Ferrand, qui, dans le chapitre Extensions algébriques
successives de la notion de nombre », a consaetguguquinze pages a la construction de Z
et de Q, ne consacre que quelques lignes, danbalgite vi intitulé « Approximations
décimales. Nombres réels », a I'anneau des nomik#esnaux, au moment ou elle va
s’employer a étudier de facon extensive les apprations décimales de nombres réels. Ce
projet, bien entendu, suppose que I'on dise quslquas des nombres décimaux eux-mémes,
ce que l'auteure entreprend de faire dans les tesmigants :

2. Depuis la session 2006, la liste comporte dassonstruction de Z. En revanche, la construatiorcorps R
desréelsn’apparait pas dans les sujets proposés ces dEr@Bnées.

3. C'est aussi ce point de vue qu'adopte par exeniphniel Perrin (2005) dans son ouvrage intitulé :
Mathématiques d’école
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Avant de parler de développements décimaux illispiténous faut rappeler brievement ce qu’est un
nombre décimal cette notion, connue en principe depuis I'écaiengire, a besoin d'étre précisée
aupres des éléves ; et il est bon de justifieopEsations effectuées sur les nombres décimaux.
Les décimaux sont alors définis comme des nomba@ennels particuliers, a la fagcon
classique. Avant de se lancer dans les notions aleur approchée, de développement
décimal, de développement décimal illimité, de noemigel, 'auteure que nous suivons ici
consacre alors ces quelques lignes a I'anneau é@Bmaux, auquel toutefois elle n’attribue
pas de notation propre :

Les nombres décimaux constituent un sous-ensembtlerdsemble Q des nombres rationnels ; et il est
facile de voir que la somme et le produit de deomlbres décimaux sont des nombres décimaux : en
langage algébrique, on peut dire que I'ensemble rieabres décimaux estable vis-a-vis des
opérations d’addition et de multiplication.

D’autre part, nous pouvons considérer des fractittitimales dont le numérateaest un entier relatif
guelconque : les nombres décimaux correspondarastgdit relatifs. On voit alors facilement que les
nombres décimaux relatifs constituent amneau(sous-anneau de I'anneau Q). Mais le quotient de
deux nombres décimaux n'est pas toujours un nowmhécemal : les nombres décimaux ne constituent
donc pas un corps.
Les décimaux sont donc pensés comme des ratiopadiguliers. On voit au passage le
probleme d’enseignement qui en résultera : commenser, dans les premieres années de
I'enseignement scolaire, les nombres décimauxsajae les nombres rationnels ne sont pas
encore disponibles ? A nouveau, on constate aindiésajustement entre une certaine culture
mathématique noosphériefinet les besoins de la profession en mathématiques p
I'enseignement. Soulignons ici un point majeur d@sajustement. Dans le paradigme des
mathématiques modernes, la considération d'un mgstde nombres nouveau suppose ce
gu’'on nomme alors la « construction » de ce syst@eneombres. Or le critere qu’il y a bien
une construction mathématiquement légitime etdiest celui-ci : étant donné un systéme de

L , . 0 . _
nombres déja disponiblgy’, pour en construire une extensidf, il convient d’abord de
disposer d’'un ensembl®C contenanthV' (en général, grace a l'identification d¢ a son

image par un plongement damg), tel que I'on aitY\Df 0 M. La toute premiere étape qui rend

, . O — e — : "
possible la construction d¥ est ainsi la définition d&r. Ainsi en va-t-il avec le procédé de
symétrisation évoqué plus haut.

L’exigence structurelle de proposer en premier ligu cadre ensembliste, généralement
obtenu par un produit cartésien d’ensembles suppds@nés et suivi éventuellement d’'un
passage au quotient par une relation d’équivalendgesontinue d’étre proposée aux étudiants
en mathématiques, laisse désarmée une professiatoigconstruire D a partir de N sans

. . . R . . a
disposer au préalable d'un ensemble plus largeugtdg méme, construira le quotlegt

comme un nombre nouveau dont la seule « définitieara que son produit paest égal a.
Cette suite d’extensions du systeme des nombrgsosépdisponible procede d'un point de
vueréaliste lié notamment aux besoins de nombres pour meslaréesoin si I'on peut dire,
est la preuve de I'existencd.é fait qu’on puisse couper un segment de longaéuwm en 3
segments de méme longueur est une preuve de €egéstd’un nombre qui, multiplié par 3,
donne 10.

L’anneau des décimaux pourrait étre construit fatréduction d’un nombrew tel que
10w=1, ce qui conduirait a écrire, au moins au niveapérieur, dans lasathématiques
pour la professionnon dans les mathématiques a enseigner, que RoE Zi, dans cette

4. L’'ouvrage de Jacqueline Lelong-Ferrand que rmvosis cité est ainsi « le développement d’'un cdarsmé a
la Faculté des Sciences de Paris en 1962-1963urs ogui S'adressait aux « étudiants se destinant a
I'enseignement des mathématiques dans le secomé deg
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construction, on souhaitait disposer d’'un ensemdgpeéalable », qui ne soit pas Q et dans
lequel on puisse définw, il faudrait prendre le quotient de I'anneau dek/pomes ZK] par
I'idéal principal engendré par le polynbme X6 1, w étant alors identifié a la classe
d’équivalence contenant le polynémieCette « construction » est évidemment trop coraple
pour permettre de définir les décimaux dans I'egremnent scolaire, et la solution classique
(et moderne) consistant a définir les décimaux centes rationnels particuliers apparait
ainsi, rétrospectivement, comme sans doute la @tomomique. Le probleme toutefois est
gue méme cet investissement-la n'est pas a l'oddrgour du curriculum mathématique
actuel : au statut « ancillaire » des décimauxiticmnel depuis Stevin et que valide a sa
facgon le CAPES de mathématigqtiess’ajoute ici une lacune mathématique et
épistémologique, dont l'effet le plus sir est dedoire un refoulement du probleme des
décimaux, ce qui conduira a attribwerx élevegorigine des difficultés que I'enseignement
et l'utilisation de ces nombres feront éventuellatreirgir dans la classe.

3. Les nombres et leurs écritures

L’observation des questions soulevées par les ggoetes stagiaires montre que leur rencontre
avec les problemes liés au systeme de nombreséutiéi concerne pas, mathématiquement du
moins, les décimaux, mais d’abord les « fractionse»>gros morceau, en effet, est constitué
en premier lieu par I'enseignement des fractionsl’ene facon difficilement dissociable, de
« I'écriture fractionnaire » des « nombres », comhlaemontrent un grand nombre de
guestions rédigées par les éléves professeursobéématicité surgit en effet, apparemment,
dans la notion d’écriture fractionnaire, qui semdgbgaraitre a la fois non familiere et (donc)
inutile a introduire. C’est ainsi que, en 2005-208l6rs que le sujet a été encore peu travaillé,
un professeur stagiaire ayant en responsabilitéclasse de quatrieme (éleves de 13-14 ans)
pose la question suivafite

Quel est l'intérét d’'appeler les nombres rationnelsombres en écriture fractionnaire » au collége ?

(2005-2006, 4 semaine 10)
D’emblée, cette interrogation montre une confus&myrce indéfinie de difficultés, entre le
nombre et sonécriture (ou plutdt ses écritures possibles). Bien entendu, I'écriture
fractionnaire est d’abord motivée par la rencoairec le besoin de nombres rationnels qui se

" . . T . .6
trouvent étre non décimaux : si 'on peutssiécrire I'entier 2 sous la forme fractlonnalge

on ne peut écrir@ priori le rationnel non décim% gue sous cette forme — on découvrira

. e 10 2 1,5 . . .
ensuitequ'on peut aussi I'écrirg, 0“?/%’ oug’g etc. Mais dans tous les cas envisagés, au

college notamment, deux ordres de fait doivent @@égageés. Le premier tient a ce que, pour
un type d’entités mathématiques donné, par exepmle ce qui est des nombres rationnels,
on dispose d’une écriture que I'on peut qualifiercdnonique telle que chacune des entités
du type considéré s’y écrive d’'une faconique— ou, pour le dire autrement, y regoive un

5. Lors des sessions 2003 a 2005, dans I'uniquesgxmentionnant les décimauy, intitulé « Nombresnadgux.
Applications. », I'anneau D, qui n'est méme pas m@nn’a ni a étre construit (comme doivent I'étretQ@), ni

a étre étudié en tant qu'anneau (comme doit IZjr&en 2006 et 2007, les décimaux n'apparaissars gle de
facon secondaire, dans le sujet « ConstructionatpscQ des rationnels. Nombres décimaux, développem
décimal d’'un nombre rationnel. », avant de dispegain 2008, ce sujet étant maintenant intitulérsfruction
du corps Q des rationnels. Propriétés. », sansiquiasujet « nouveau » mettant en jeu les nomt#Fesndux
ne soit ajouté.

6. Les questions présentées sont suivies de liimdtion codée suivante : année de la formationselan
responsabilité, semaine dans I'année.
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: 5 L : , : . " e
nomunique : « » est ainsi le nom canonique d’'un nombre ratioqnepeut étre désigné par

: L 1 2 : . .
bien d’autres ecrltures% = EO =1 3= Ce premier ordre de fait est largement soeélign
dans le séminaire proposé aux professeurs stagjialee formateur insiste sur I'exigence
d’apprendre a regarder comme répondant anéme besoin du travail mathématique
disposer d’'un nom canonique permettant I'identtfaraformelle des entités manipuléeses
opérations sur les entiers (qui permettront pamgte de trouver le nom canonique, 15, du

nombre dont une écriture esx2 + 7), les opérations sur les rationnels et Hapéfication

des fractions d’entiers (qui permettent par exeng@btenir le nom canonique;—z, du
nombre dont une écriture e%&%— 1), les calculs « sur les radicaux » (qui pernmétpar

exemple de déterminer le nom canonique,~[3+ du nombre dont une écriture ?(_32 1),

les calculs dans le corps des complexes (qui pgonede déterminer le nom canonique, 2i,
du nombre complexe dont une écriture est (1%; Ejc.

Le second ordre de fait qui coexiste avec le pre(nedatif a la notion d’écriture canonique
d’'un type d’entités mathématiques) est non seul¢mes, dans le travail mathématique, une
entité apparait généralement sous une forme nanagare, ce qui appelle sa mise sous forme
canonique a des fins d’identification formelle, mgue, quelle que soit I'écriture que recoit a
un moment donné du travail une certaine entitécahvient, en fonction du projet
mathématique poursuivide la réécrire dans une forme en général nonnigue® mais
appropriée poumontrer certaines propriétés de l'entité, moyennant ulsormement en
général simple sur fwrmede I'écriture. C’est ainsi par exemple que si k@ut comparer les

fractions% et%—fz3 , il n'est pas déraisonnable en ce cas (puisqd&i8e 12 alors que 7 ne

divise pas 25) de réécrire la fractit%rsous la form% , ce qui fait apparaitre d’'un simple

coup d’ceil qu% :;—&23 <;—523. Pareillement, I'expression du nombre complexsazis la forme

(1 +i)* permettra de voir que les racines carrées der®ilse i et — (1 + i) =1 —i.

4. Quotients et rationnels

Arrétons-nous maintenant sur le premier type deihesnumeériques qui, ne pouvant étre

satisfait par les décimaux, engendre le recoursé@itlre fractionnaire : le besoin de

rationnels non décimaux. La question est, aujoundfort peu claire chez les professeurs, en
dépit de la problématique qui s’exprime nettememtsdes programmes du college, anciens et
4
3
« quotient » de 4 par 3. Il est vrai que le progrende sixieme (éleves de 11-12 ans) indique

rénovés. Pour laloxa professorale, semble-t-il, ce qu'on va nadepriori - désignerait le

. . .. a . . . -
gu’il faut « mterpreterb— comme quotient de I'entiex par I'entierb, c’est-a-dire comme le

nombre qui multiplié pab donnea. ». Mais qu’entend-on par quotient ? La naturabsatie

I'opération dedivision pratiquée avec les entiers puis avec certaingy@d@ni conduit sans
doute a supposer que cette opération est toujmssiige, ou du moina faire comme s’il en
était ainsi De |a le postulat implicite que I'on opéreraindaincorpsde nombres : la fraction
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%’2 désignerait, dans cette vision naturalisante d#eses, un nombre dont lidentité serait

révéléeen effectuant la divisiomle 4,2 par 3, opération que, a la maniére fraagaia
« pose » ainsi :

4,2 |3
12 (14
0

. . 4.2 R N . -
Dans ce cas, I'écriture fractlonnaﬂ? apparait comme une maniere (provisoire) de désigne

L . : 4 s \
le nombre (décimal) 1,4. Qu’en est-il alorsgj@ Il est intéressant de noter qu’on trouve tres

rarement dans I'enseignement prodigué au collégsix@me ou en cinquieme (éleves de 12-
13 ans), la preuve que ce quotient, s'il existest pasun nombre décimal. Il est pourtant
facile de montrer que si, par exemple, on prerait guotienty = 1,33, on aurait 3 q = 3,99

# 4 ; et, plus généralement (mais de fagon plusstrale »), que si I'on prenait un décinegl
dont la derniere décimale non nulle soit I'un demhres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, le produk 3

g aurait pour derniere décimale, selon le cas, 3, &, 5, 8, 1, 4, 7, mais jamais 0, ce qui
montre qu’on n’obtient jamais I'égalitéx3q = 4.

I . , . . a . : . :
L’idée semble prévaloir que la notation fI'aC'[IOHIB%I est un artifice utile qui, toutefois, reste

un artifice face a la véritable « réalité numérigueelle du nombre qui serait le quotientade
parb, et qui s’obtiendrait par une extension de l'alidpone usuel de division. C’est au reste
ce que formalise la notion d#&veloppement décimék illimité ») d’'un rationnel, avec sa

partie apériodique et sa partie périodique : dimdraction (ou I'écriture fractionnair gg

désigne-t-elle le quotient de la division de 10B§®6, que lI'on trouve égal a 646. I s’agit

la d’'une idée prégnaritelans la culture mathématique scolaire, selon legue nombre, en
quelque sorte, existerait « déja » et n‘aurait dua a étre « introduit » ni, a plus forte raison,
« créé » : ce serait le nombre méme que I'on obéereffectuant la divisiodea parb. C’est

ce point de vue qui organise par exemple la logipi&a question suivante, formulée par une
professeure stagiaire de I'année 2005-2006 ayanésponsabilité une classe de cinquieéme,
aprés une premiére présentation de la théorie ttastions d’entiers ».

Le théme [...] est la comparaison et I'addition eritéce fractionnaire. Pour l'instant, on a écriter%l

est le quotient da parb... (Je comptais donner la définitior%est le nombre qui, multiplié péx,

donnea » lorsque j'entamerai la multiplication en écritfractionnaire.) Puis j'ai précisé que, lorsque
a et b étaient des nombres entiers, le quoti%rétait appelé fraction (comme je l'ai vu dans de

7. La prégnance de cette idée est si forte qu'ovolaréapparaitre dans le document d’accompagnenien

programme du cycle terminal de la série littérgiaeu en janvier 2006 ou figure une rubrique infaicriture

décimale d’'un nombre rationnejui commence ainsi : « La définition donnée exsst de sixieme de I'écriture
a

fractionnairo%1 (aetb étant deux entiers naturels avecon nul) est b est le nombre qui multiplié pardonne

a, autrement diE est le résultat de la division décimalealparb.” » Le commentaire « autrement %test le

résultat de la division décimale deparb » est un ajout — et une « invention » — des rédastdu document
d’accompagnement cité : ce commentaire n'appatdiitment, sous cette forme ou dans une autre fatmul,
dans le programme dé &ncien ou nouveau.
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nombreux livres, ainsi qu'avec ma [professeure eiliese pédagogique]). Depuis ma visite et la
discussion qui a suivi, je sais qu'il y a un probédans cette définition (entre la nature et Itéoei
d’'un nombre), mais je dois dire que je saisis mapiobleme. Peut-on revenir un peu sur tout ¢ca ?
(2005-2006, § semaine 18)

Tout se passe comme si cette vision des fractitais antée par un spectre : celui de la
« valeur » de la fraction, soit le nombre que desigit la fraction et qui serdié véritable
réalité numériqueobjet de tout calcul et de toute considératiogla®arre I'accés a un point
essentiel de la construction — ou de la découvedes systemes de nombres que I'on trouve
pourtant développé dans la formation presque chaguée depuis bien longtemps. A titre
d’exemple, considérons la question suivante :

Pour définir la fractiong (b O N, a O N*), on dit que c’est 'unique solution de I'égi@at a x x = b.
Donc, sous-entendu, la multiplication est bienrdéfl Mais quelle est cette multiplication ? Onidigf
un objetg1 sur lequel on sait déja opérer ! En principe, éfinit des objetspuis des opérations sur ces
objets. (2002-2003,°4semaine 8)

Cette question montre bien que la définition%dﬂ)mme le nombre dont le produit gaest

égal aa n'est pas recue sans difficulté par les professstagiaires. Elle donne I'exemple

méme du paralogisme qu’il s’agit pour le formatdigradiquer : I'éleve professeur raisonne
dans le paradigme « modernisme » au lieu de semption point de vue « réaliste ». Les

notes du séminaire proposent alors le développesw@nant, étayé par un exemple dans
lequel il s’agit de mesurer la longueur d’'un segmeartagé en trois segments de méme
longueur.

Le raisonnement de la [deuxiéme] question partrdmjsses inadéquates (de type « modernistes ). La
problématique adoptée au college en ce qui condesmombres(en général) est de typéaliste: on
suppose — il s’agit la d’'un composant clé dehi@orie sous-jacente au curriculum mathématiquel du
college... —qgu’existent les nombres dont on a besoin pour neesl@s grandeurs géométriques
usuelles Le « systéme de nombres » ainsi nécesshlireest dans le méme mouvement — la chose est
consubstantielle a I'idée méme de nombres — suppmesituer urdemi-anneau commutatif, unifére et
intégre dont les lois prolongent celle Ne

Il'y a donc cette découverte, vécue sans doute @étrange par beaucoup d’entre eux, que,
a partir du moment ou I'on admet q%eest un nombre — donc I'élément d’'un anneau
commutatif, unitaire et integre qui contient lexidd&aux comme sous-anneau — et que ce
nombre est solution de I'équatitx = a, toutesles opérations sur les écritures de la foﬁne

sont complétement déterminées (sans recours awgueltse en relation modélisante que ce
soit) : les dés sont jetés, les jeux sont faite Ipbint « faible » de la construction précédente
est, a I'évidence, qu’on ne s’y préoccupe pas depsaistance. La encore un développement
spécifique vient resituer fermement les chosegrénisant que « bien entendu, il resterait a
montrer que I'anneau commutatif, unitaire, intégupposé existe bien, c’est-a-dire, en termes
de logique, que si I'hypothese d’existence du systées nombres entiers naturels n’entraine
pas de contradiction, alors il en est de méme ligdthese de I'existence du systéme des
quotients d’entiers naturels. De tels résultats diconsistancgou de non-contradiction)
relative n’apparaissent pas avantXe® siécle. » Cette mise en perspective historiqueeuv
sur une conclusion tout aussi ferme, qui souligndeurre d’'une croyance naive en la
possibilité de donner une démonstration mathématiguconsistance « absolue ».
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Au collége et au-dela, on s’en tiendra a I'approghéaliste » des nombres sagement proposée par les
programmes, en n’oubliant pas que la seule prel@xéstence possible serait un résultat de consistan

relative, du type : si le « systéme de nombres » supp@séexemple le systém® des quotient%,

comportait unecontradiction alorsil en irait de méme d’'un systéeme de nombres répaotétant non
contradictoire ici N. Tel est le sens — bien mal compris, snlwit en elles des preuves de non-
contradictionabsolue— des prétendues « constructions » de Z & pariit dt de Q a partir de Z (ou de
Q. a partir de N).

On voit ici affleurer des besoins enathématiques pour la professjoo’est-a-dire ces
mathématiques que la profession doit connaitre petmettre aux professeurs de s’engager
dans I'enseignement de ce que le programme prestritont la non-disponibilité risque de
peser lourd lorsqu’il s’agira pour eux de concewiréaliser leur enseignement.

5. Deécimaux et approximations décimales

L'oubli déja noté des décimaux dans la formationth@matique supérieure induit un
éloignement a leur endroit de la part de ces edigtis que sont les professeurs stagiaires.
Ceux d’entre eux enseignant en collége — notammelaivent alors apprendre a avoir a ces
nombres un rapport pour eux inédit. A cette ocegdle vont s’apercevoir que cette matiére
mathématique receéle bien des points obscurs. Qnpdug haut I'incertitude qu’engendrait la
co-présence, dans le texte des programmes, de @lgurssions voisines mais distinctes,
« fraction » et « écriture fractionnaire ». La dims suivante montre une tentative
d’expliquer cette « anomalie » par une perturbatipportée précisément par les décimaux :

. .2 . . .2
Doit-on parler de la « fractlon?ou de « I'écriture fractlonnalre?en classe de’2 Il me semble que

'on parle de fraction lorsque numérateur et démat@ur sont des entiers (non nul pour le
dénominateur), et le terme « écriture fractionnaiest réservé aux quotients de décimaux (non.nuls)
Cette distinction ne semble pas aussi nette danprtegrammes ni chez les collegues. Qu'en est-il
exactement ? (2001-200Z, éemaine 7)
La question suivante manifeste aussi le sentimenedperturbation que I'on tente — la chose
est rarissime — de neutraliser par I'invocatiomb@llante de la calculatrice.

Quel est l'intérét de cette compétence exigibld&Ramener une division dont le diviseur est décinal

une division dont le diviseur est entier » ? Omdfarme ain5110’—%5 en%"%; or la calculatrice peut

effectuer la division dans les deux cas. (2004-280)5emaine 10)

Une autre question montre que la « perturbatiodou® par le professeur correspond parfois
a une perturbation réelle du c6té des éleves. Casfue suggere en tout cas la question ci-
apres, dont I'auteur a en responsabilité une cldsseconde (éleves de 15-16 ans).

Pour mettre sous forme réduite une écriture fraotire du typeé%; guelques éléves ont utilisé la

notion de PGCD dans I'anneau des décimaux D. @éttéralisation, clairement inconsciente de la part

des éleves, fournit cependant une méthode de rédudes écritures fractionnaires. Faudrait-il

« censurer » cette technique pour lui préférepla glassique consistant a se ramener dans Q DReut

l'accepter sans entrer précisément sur les déteil divisibilité dans D ? (2004-2005" 2semaine

14)
Le caractere perturbateur des décimaux est, opiterelativement multiforme. La question
précédente a le mérite de rappeler subrepticementies questions de la division et de la
divisibilité dans D sont, a I'évidence, trés pemiiéeres dans la culture mathématique des
éleves professeurs. En conséquence, on avangadéeEitionneusement, comme cela semble
étre le cas de l'auteur de la question suivante :
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Le programme de °6mentionne que I'on peut introduire la division encadrant un entier ou un
décimal par deux multiples consécutifs d’'un nondarger. A partir de cette idée peut-on introduae |
division décimale et euclidienne ? (2000—20(??,, gemaine 18)
Cette question fera d’ailleurs I'objet d’'une réperexplicite de la part du formateur, qui a
sans doute vu la une lacune mathématique de cewpiels il s’adresse. Aprés avoir repris la
notion de division euclidienne, le développemerdttathe a préciser celle de division
décimale et I'on voit apparaitre, a peine esquidséaotion devaleur décimale approchéka
situation comporte quelques subtilités. De fait, nation générale de valeur décimale
approchée pose probléeme dans la culture professaraimme il ressort de la question ci-
apres.
Je suis mal a l'aise sur les valeurs approchéejg car sais pas si on doit respecter la définiibdire
explicitement aux éléves quea une infinité de valeurs approchées & p@és : 3,14 cajm— 3,14 <
1072 3,15 cafm— 3,19 < 107 3,141 cairnt— 3,141 < 107 etc. Est-ce un résultat mathématique (je
I'entends chez mes collégues) de dire qu’une va@prochée a I0prés est un nombre décimal a
deuxchiffres apreés la virgule ? (2001-2002, gemaine 8)
Cette question, a nouveau, va susciter une régané@me de mise au point qui précisera par
exemple que, traditionnellementjacvaleur approchée décimale a*lprespar défautap
décimales au plus est le plus grand nonaldrde la formem10™® tel quea* < a ».

La calculatrice, qui peut apparaitre comme oppe@ruent bienfaisante, on I'a vu, est
généralement tenue pour un mauvais objet. C’'egucepparait, de fagon caricaturale, dans
la question suivante dont nous ne reproduisondagugremieres lignes :

Le probléme des calculatrices est qu’elles donaartéléves qui en sont utilisateurs privés depess d

années [lI'impression] que I'écriture canonique dembres est leur écriture décimale. Du coup, tout

probléme concernant le calcul sur les fractiondesuradicaux est considéré comme résoluble a la

calculatrice et donc non motivé. [...] (2004-200%,s&€maine 8)
Il est vrai que la calculatrice vient souligner rognt I'absence de maitrise des questions
d’approximations décimales dans la culture mathgmeat scolaire. Loin d’apaiser
l'inquiétude qu’engendre une culture inadéquate, etacerbe les difficultés engendrées par
cette insuffisante maitrise des phénomeénes d’appetion numérique. En réalité, la
calculatrice révéle non seulement une réelle fagdede la culture mathématique de la
profession en la matiére, mais elle surprend mép® rdanieres de faire anciennement
installées chez les éleves professeurs. Ainsi érlvidans le cas de figure suivant, qu’aucune
guestion n’atteste dans le corpus des questiongodesseurs stagiaires, mais que nous
avons pu observer notamment dans le cadre deparnatéon au CAPES.

Je rencontre des difficultés pour la recherchep@dmation d’'un nombre par les suites. Par exemple

lu, —a < 10 on cherche un convenable qui vérifie cette inégalité. hetrouvé convienti.e. [Un, —

a| < 10 Mais on doit donner la valeur d, qui est elle-méme une valeur approchée, alors @nhm

faire ?
A des techniques anciennes, justes mais non migas,al faut ainsi opposer une pratique
dont la justification ne va nullement de soi, mésieen général, elle n’entraine pas de
véritable probléme, qui consiste & détermineel queu, soit une valeur approchée &30
prés deo et & adopter pour valeur décimale approchée mhéteent a 1T prés dea une
valeur tronquée de la valeur décimale approchée, dgr'affiche la calculatrice, en général
sans controle sérieux sur la troncature effeétuée

8. Si, notamment, on ne conserve que les trois ipremdécimales, on a toutes chances de fournivalesr

incorrecte u, = 0,9995 —% est & moins de Idde sa limite/ = 0,9995 dés que= 1 000 ; or on &, goo= 0,9985.

Si I'on tronque & la%décimale, on obtient; gogt = 0,998 et I'on a doné —u; gogt = 0,0015 = 1,810°°,
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Dans I'organisation mathématique savante, le trate des approximations décimales repose
sur la théorie des nombres réels, indisponible dswesforme satisfaisante tout au long des
années de la scolarité obligatoire et au-dela. @#%22005, afin de travailler sur la difficulté
de constituer une théorie et une technologie seslales écritures décimalete séminaire
propose aux éléves professeurs un petit travaltr gles trois questions suivantes :

1. Pourquoi est-il utile de connaitre et de mamiplécriture décimale des nhombres non entiers ?

2. Quelles connaissances sont utiles a propodatlire décimale des nombres, et pourquoi (ou pour

uoi) ?

g. QLeIIe est l'influence de I'apparition et dentiploi des calculatrices sur les réponses a appauter

guestions précédentes ?
Se référant notamment aux questions 2 et 3, ledtmun donnera quelques séances plus tard
un développement relatif a la notion d’écritureidide d’'un nombre, que nous ne ferons
qu’évoquer ici. Aprés avoir considéré les nombmgisposseédent une écriture décimale » — il
s’agit en fait des nombres décimaux —, on étakhié gour tout nombre > 0 et pour tout
entiern O N, il existe un nombre décimd), tel qued, < a < d, + 10" . Cela permettra de
parler, de facon générale, décriture décimaled’un nombrea jusqu’'au rang n on peut
alors vérifier que deux nombres qui ont les ménceisuges décimales jusqu’a n'importe quel
rang sont égaux. Bien entendu, selon la philosopFaéiste du numérique que I'on a déja
rencontrée, ce développement, qui se présente covalaat pour «tout nombre », alors
méme que le corps des nombres réels n'a pas éta, akdit étre lu en quelque sorte « a
I'envers » : ce qu’on appellera systeme de només¢sin anneau (ou un demi-anneau) qui,
outre le fait d’étre unitaire, commutatif et integdoit étre ordonné et archimédien. On notera
en passant qu’il y a la le point de départ d’'unestmiction rigoureuse des nombres réels,
ceux-ci étant identifiés aux « développements daaimillimités » (DDI), c’est-a-dire aux
suites infinies de nombres entiexs &y, ..., a,, ..., 0Udy est un entier quelconque tandis que
les termes suivants sont compris entre 0 et 9 sbnepas tous égaux a 9 a partir d’'un certain
rang. Cette vision de la définition des nombres$sradont Henri Lebesgue (1931) s’était fait
I'avocat avant-guerre, fut mise a I'honneur, autderl970, dans le cadre de la « réforme des
mathématiques modernes » : elle apparaissait alans le programme de la classe de
quatriémé®. Cette introduction dans le curriculum des col®geait été préparée au cours des
années 1960 par différents auteurs : ainsi trodiveradans I'ouvrage déja cité de J. Lelong-
Ferrand (1964, pp. 127-141) une construction cotmapies réels fondée sur la notion de
développement décimal illimité, construction quaisime ferons que mentionner ici, mais
dont on peut penser que sa présence dans la formads futurs professeurs ne serait pas
déraisonnable. Cette analyse rejoint celle d’A.rmBier (1997) qui, dans ses travaux, a étudié
I'influence de la noosphére durant la période citée

En fait I'introduction de la construction de I'emsiele des nombres réels dés le college par la démarc

précédente était préméditée dans la noosphére.pissiers indices apparaissaient déja chez H.

Lebesgue (1931), et plus prés de nous, par exechglz J. Lelong-Ferrand (1964). [...] J. Lelong-

Ferrand situe la position de cette démarche dameodsphere avant qu’elle soit intronisée dans le

secondaire dans la période des mathématiques naesderr Ainsi, a travers les idées développées par

les mathématiciens précédents, et apparues bien laveéforme- pour Lebesgue avant 1930nous

retrouvonsles traits des programmes de la période 68-Z8s positions de membres de la sphere

savante sur le probléme de I'enseignement destwstesc numériqgues dans le secondaire ont di
grandement influencer cette réforme. (pp. 122-127)

9. Il s'agit ici dethéorieet detechnologieau sens de la théorie anthropologique du didaeti@inevallard, 2007,
pp. 714-716).

10. Voir par exemple Biancamara et al. (1971, g@-161).
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6. Besoins numérigues

Le besoin des nombres réels positifs s’'introduitnt@niére un peu oblique et relativement
cachée dans la formation proposée — par les noti@spece de grandeust demesure des
grandeurs Les besoins numériques au college mettent clainéen évidence la nécessité de
disposer au moins des nomboesistructiblesméme si le corps des constructibles ne permet
pas de satisfaire entierement les besoins numéridqudravail mathématique, et cela dés la
classe de sixieme. C’est ainsi que le nomiyrgpar exemple, nécessaire pour exprimer la
mesure d’'un arc de cercle est, on le sait, tramsrenD’une maniere plus large, le probleme
des angles et de la mesure des angles vient careplisubrepticement le probleme du
systéme des nombres nécessaire : on peut voirogtieih ensemble de besoins numériques
conduisent inévitablement vers l'introduction dupso« complet » des nombres réels, ce qui
rejoint I'expérience historique. Bien avant d’avaitarifié les propriétés d'irrationalité,
d’algébricité, de constructibilité et de transcammg les mathématiciens avaient supposé —
implicitement puis explicitement — la disponibilidéin tel systeme de nombres. Ce probleme
géneéral et récurrent a conduit A. Bronner (199072@ introduire la désignation dembres
idécimauxpour pointer ces besoins mathématiques et la siéeede s'intéresser a de tels
nombres.

Quoique bien reéelles, les nombreuses obscurités dguis la culture des professeurs de
mathématiques, affectent la question du systemendesbres utilisé, ne doivent pas étre
I'arbre qui cache la forét : c’est presque en ckagomaine, en chaque secteur, a propos de
chaque théme des programmes de I'enseignementds@mmue surgissent des difficultés
mathématiquedans I'accomplissement de la missthdactiquedu professeur. La réforme du
programme de seconde, a la rentrée 2000, prop@s@novation maladroitement étiquetée :
a la partie obligatoire du programme est joint wiev constitué de «themes d'étude »
associés a chacun des trois grands domaines conmipes@rogramme — « statistique »,
« géométrie », « calcul et fonctions ». Le profassioit travailler avec sa classe, dans une
certaine liberté didactique, sur au moins un thdréaude par domaine. Nous nous arréterons
ici, pour terminer, sur le théme « Caractérisaties éléments de et de®, soit en termes de
développement décimal fini ou périodique, soit camquotient irréductible d’entiers (le
dénominateur étant ou non de la fornfle<3% ». Il s’agit la d’'une question qui, au moment
de sa réintroduction, a cessé depuis longtempsgdesf dans la culture des professeurs de
mathématiques. Dans la formation, la question éssigurs fois abordée — en relation
précisément avec sa réintroduction en classe dmdecLes développements qui lui sont
consacrés commencent par rappeler qu'il s’agit ‘lan dhéme autrefois présent dans
I'enseignement primaire supérieur. A titre d'illiegtton, les notes du séminaire comportent
des extraits d’'un manuel d’arithmétique conformepeagramme du 26 juillet 1909 (Marijon
et al., s.d.). Les notes examinées soulignent ggadeque I'un des grands types de problémes
autrefois proposés a un niveau €lémentaire coiiséstaouver ce que I'on appelle alors la
fraction génératriced’'un nombre rationnel non décimal donné par sowmeld@pement
périodique illimité. A cela s’ajoute une remarque & détermination de la longueur de la
partie périodique du développement : cette détextioin, lit-on, « était en fait regardée
autrefois comme se situant au-dela de I'horizonhéragitique des études secondaires ». Le

rédacteur des notes indique que, lorsque la frra%[iest irréductible, db divisible ni par 2 ni

par 5, la longueur de sa partie périodique est égale au plus petitedéers naturels tels
qu’on ait 10 =, 1. C’est ainsi que, &= 11, on a 10= 10=1; 10 et 16 = 100 = 9x 11 + 1=y,

1, en sorte qué = 2, etc. Le manque dont le travail du sémina@rdast 'écho est patent,
classique autant que l'est la solution qui, ici,dst apportée. Il semble que, de fagon durable,
répétitive, certaines questions de mathématiques apnstituent le soubassement
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irremplacable de I'enseignement secondaire soiésgsren jachere, aprés avoir diment porté
fruits. Ainsi voit-on se multiplier les guérets hématiques, ou la profession ne parvient pas
a satisfaire ses besoins de connaissances.

Mais aujourd’hui, en bien des cas, le problemease @mussi de savoir s'il existerdiautres
techniques, qui apparaitraient plus appropriéesdgsgechniques anciennes, étant donné les
conditions et les contraintes sous lesquelles lasse d’aujourd’hui vit sa vie mathématique.
Ainsi en va-t-il dans la question suivante, ou Rkamit les éléves jouer la calculatricentrela
théorie mathématique, sans doute en partie paeeaite théorie est évanescente.
Concernant le théme d’étude « Nature d’'un nombi&bproposé a mes éléves de travailler le sujet
d’étude « Nombres décimaux ». Nous avons fait éamel@ technique suivante, relative au type de
tachesT : « Etant donné un nombre en écriture fractiompaléterminer si ce nombre est décimal. »
Une premiére technique a été essayée en tapantdlclalatrice. Elle ne marchait pas puisque les
décimales étaient trop nombreuses pour la cal@gatdne deuxiéme technique a été mise en place : 1
décomposer le numérateur et le dénominateur de ftattion ; 2) rendre la fraction irréductible);s3
le dénominateur de la fraction irréductible est pnissance de 2 ou de 5, alors... Or, lors d'un BS, |

éléves continuent d’utiliser la calculatrice poétaiminer la nature du nomtf%; ils trouvent;%=

0,13066667, donc c'est décimal. lls résistent avait sur le théme « Représentation des nombres dan
la calculatrice », qui poussait a « se méfier »raembres affichés dans la calculatrice. (2004-2@??5,
semaine 9)
Or on peut faire entrer en piste un théoréme madhiqoe a la fois facile a établir et
«inconnu » jusqu’ici : en l'espéce, il permet dassurer que si la division de 49 par 375
tombait juste, cela se produirait plus tarda la 8 décimalé”. Il suffit donc d’obtenir

?j4—723=ca|co,130666667 sur une calculatrice pour conclurecgueombren’est pas décimal

On voit ici comment les dispositifs mis en placenglda formation permettent de faire
emerger les difficultés rencontrées par les élguedesseurs avant de les transmuer en
problemes qui constituent autant de défis lancés a la ftionamais aussi, au-dela, a la
profession tout entiére qui se trouve face a unemse chantier a faire progresser.
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