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Résumé. Nous présentons quatre points importants a preedrecompte lors de la
conception de probléemes, dans le cadre d'une pédagaxée sur |'apprentissage par
problemes, pour des matieres théoriques (le camdd®matiques nous sert d’exemple). La
discussion est illustrée par trois exemples delpnobs utilisés dans nos institutions.

Mots-clés: apprentissage par problémes, post-secondaingégxtaalisation des apprentissages, apprentissage
coopératif, tutorat.

Introduction

Cette réflexion est née suite a la mise en placgeptembre 2000, a I'Ecole Polytechnique
de Louvain (EPL) de I'Université catholique de Lauv(UCL-Belgique), d’'un dispositif de
pédagogie active centré a la fois sur I'apprengisgaar problémes et par projets, couvrant
'ensemble des disciplines du premier cycle (lesxdpremieres années) des études
d’'ingénieur. Suivant Raucent (2006), les choigrég pour I'élaboration du programme se
fondent sur l'articulation de trois principes clés

1. La contextualisation des apprentissages; les éttsdapprennent a partir de situations
problémes issues de contextes professionnels.

2. L’apprentissage coopératif; les étudiants abortieptupart des activités auxquelles ils
sont confrontés en groupes stables.

3. Le tutorat ; la démarche active d’apprentissade etcours aux petits groupes induisent
une modification des réles des différents actelmsncadrement des étudiants a été
revu en conséquence.

Nombreuses sont les personnes qui pensent qu’@geesent axé sur I’Apprentissage Par
Problemes (APP) ne peut se justifier que pour daisenes en lien avec le réel, au sein de
formations a vocation professionnelle : médecirastign, ingénierie. Les mathématiques
leur semblent trop théoriques, déconnectées duetéstles considérent donc qu’elles ne se
prétent pas a cette pédagogie. C'est ainsi queodabreuses formations qui pratiquent
largement I'APP réservent toutefois un enseignemedat type magistral pour les
mathématiques. Nous pensons cependant que cedgovute est erroné et que, pour autant
que l'on tienne compte de caractéristiques spémfgde cette matiere et de ses objectifs
d’enseignement, 'APP est une pédagogie tout aafgiropriée a cette discipline. On peut
citer I'ouvrage collectif sous la direction de Rant et Vander Borght (2006) : « Etre
enseignant, Magister ? Metteur en scene? », dgasliplusieurs collégues et collaborateurs
ont apporté leurs témoignages suite a la réformé&éen par notre Ecole. Notre
communication est un témoignage de pratiques sifieselles.

188



1. Caractéristiques principales et axes d’analyse’uh probleme en
mathématique

1.1. Quelles applications pour un probleme en mathéatiques ?

Classiquement, dans un enseignement organisé pBr & propose aux étudiants des
problemes réalistes, en lien avec la formation daqsgelle s’inscrit cet enseignement, et,
pour résoudre ce probleme, les étudiants doivesmttiiier et acquérir un certain nombre de
nouvelles notions et compétences. En mathématijlest évidemment possible de trouver
un probléme réel (concret) qui forcera les étudiaat acquérir des compétences
mathématiques de mise en ceuvre (calculatoireSyenible plus difficile de leur faire
acquérir des notions liées a une compréhensionomef de concepts mathématiques
abstraits.

Une premiére maniére d’atteindre cet objectif espbposer un probléme concret, certes,
issu d’'un contexte « professionnel » si c’est gwssimais formulé de telle sorte qu’il soit
clair dés le départ qu'on ne recherche pas uneigolgcompléte, en termes de valeurs
numeriques par exemple, du probléme posé. Il sudiitexemple de poser le probléme mais
sans donner les valeurs numériques des donnéssytéequ’effectivement il soit bien clair
que c’est la démarche mathématique qui importeoetlaspect purement calculatoire. Par
exemple, on peut partir d’'un probleme déja poséparcollégues physiciens, et pour lequel
les étudiants ont été amenés a résoudre un sysitedage de deux ou trois équations et
montrer que dans un contexte plus réaliste ou g@a®ral, il s'agirait d’étudier un systeme
den équations @& inconnues et de poser alors la question d’'une edéthgie générale pour
traiter ce genre de systéeme. De méme, les phénemdmaliffusion en physique sont
souvent traités en une seule dimension spatiale; pinplifier 'exposé, mais on peut
facilement partir d’'un tel probleme et argumentee ge maniere générale, il s’agit bien de
résoudre des équations aux dérivées partielles wiarespace fonctionnel de dimension
L’énoncé d'un tel probléme met donc l'accent && dspects mathématiques sous-jacents,
tout en utilisant le contexte physique réel poutiven I'intérét des étudiants. Les problemes
deux et trois ci-dessous relevent de cette catégori

Une autre approche possible est de présenter ldépne sous forme de jeu ou de défi
mathématique. Les étudiants inscrits dans des tansade niveau élevé en mathématique
(licence/maitrise en mathématique, dipléme d’ingéni...) sont assez sensibles a ce genre
de probléme et retirent une motivation certaineddfi qui leur est posé. En outre, on peut
aussi considérer ce type de probleme comme uneduttion a I'activité de recherche en
mathématique. Le premier probleme ci-dessous eskemple de ce type de formulation.

On peut également utiliser le contexte d'un proleoomme «fil rouge » pour un
enseignement de type pédagogie active, mais p&ssarement basé sur la résolution de
problemes. Dans ce cas, comme ci-dessus, I'acsentig sur les enjeux mathématiques qui
se situent en amont de la solution du problemenetie demande donc pas la résolution de
celui-ci mais on l'utilise comme motivation pougpprentissage de notions et de concepts
mathématiques nouveaux. Nous pensons, en conclugiera présentation d’un probléme a
un impact sur la motivation et son investissemg&ougisse et al., 2003).

1.2. Les objectifs principaux d'un enseignement dmathématiques

Avant de construire un probleme pour un APP de émttique [2, 3, 4, 5, 6], il convient de
se mettre d’'accord sur les objectifs visés paeostignement. De maniére générique, nous
pouvons citer les points suivants, partagés biepai(id’autres enseignements :

» Modéliser des situations diverses en utilisanblgfls mathématiques appropriés.
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» Interpréter et évaluer les résultats obtenus.

» Saisir la nécessité et le sens de la rigueur, Baxmession écrite et orale.

» Saisir le besoin d’abstraction (a un juste nivedd)utiliser de maniere appropriée.
« Démontrer, généraliser, critiquer des résultats/aaux.

Bien sOr nous n’oublions pas que parmi les objdtify a également I'acquisition d’un
certain nombre de notions nécessaires comme @uatils atteindre les autres objectifs, mais
elles sont plutdt considérées ici comme des ingnisnau service de ces objectifs de niveau
Supérieur.

1.3. Cinq caractéristiques pour un probleme

Selon Fabre (1999) et Astolfi (1992), et d'autres distingue cing caractéristiques
principales a un probléeme. Il doit étre d’'une ligkatcomplexité, mettre en jeu plusieurs
compétences, étre tel que la solution n’est pasédiaement disponible, exiger de la part
de I'étudiant mobilisation et initiative et se fardsur une difficulté objective concernant le
savoir a construire. D’aucuns (notamment Astolf92) parlent ici, en ce qui concerne
précisément ce dernier traitpbstacle a 'apprentissage

Ces cing caractéristiques n’impliquent pas nécessant que le travail en groupe soit

nécessaire a la résolution du probléme. Cependans, le cadre d’'un apprentissage orienté
vers les objectifs mentionnés plus haut, nous s@neenvaincus que le processus

dialectique au sein du groupe favorise cet apja®age. Pour autant, il est important que ce
processus dialectique ait réellement lieu, et qugrbupe ne décide pas simplement un
partage des taches entre les différents individus.

Une difficulté particuliere dans la mise en ceuvrenddispositif de type APP en
mathématique est notre souci de voir les étudiaoguiérir réellement une compréhension
profonde des notions mathématiques abordées esencnntenter d’appliquer des formules
toutes faites pour la résolution du probleme qur lest soumis. Dans certains cas, cela
demande au tuteur une vigilance accrue pour queoliiens ciblées soient bien identifiées.

1.4. Quatre axes d’analyse
Pour analyser des problémes, nous proposons deéféunsr aux quatre axes suivants :

* Le type de contexte: Il peut s’agir d’'un problemengénierie, d’un probleme plus
académique issu d'une autre discipline (par exeniplegénéralisation a plusieurs
variables d'un probléme étudié et résolu en physjgpur le cas d’une variable), d’'un défi
mathématique...

* Le niveau d'information : Toute l'information nésetgre est-elle d’emblée donnée, ou
bien les étudiants sont-ils supposés identifie€léments d’information manquant ? Y a-
t-il au contraire trop d’information, les élémemssentiels étant noyés dans un bruit de
fond ? Notons que dans de nombreux cas, les dauatisns peuvent se rencontrer dans
le méme probleme. Des suggestions sont-elles fgitaat aux sources a consulter pour
trouver les informations complémentaires ? L'analgsus cet angle est importante, car
elle déterminera en partie le degré dautonomie @é@sdiants concernant leur
apprentissage. Mais il faut veiller aussi a ce lggeétudiants ne perdent pas trop de temps
dans cette phase d’éclaircissement du problemdétiment de I'objectif primordial qui
est defaire des mathématiques.

* Le type de tache: Quelle est la production requideaut-il résoudre un probleme
jusqu'au bout (y compris la résolution numériqua) Sagit-il plutdét de justifier une
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démarchede résolution ? La tache permet-elle de vérifiex s étudiants maitrisent bien
les notions mathématiques abstraites qu’ils ordajirendre ?

» La nature de I'obstacle : S’agit-il d’'un obstadke &u passage a un niveau d’abstraction
supérieur, ou au passage a une nouvelle familletisanathématiques, ou encore a une
représentation qui s'avére inadaptée a la nousgédliation ? Il convient également d’étre
attentif au fait que l'obstacle, vu par les étutBam’est pas toujours celui auquel le
concepteur du probléeme avait songé !

Les caractéristiques et les axes d’analyse meré®eidessus sont pertinents quelle que
soit la discipline visée par le probleme, mémeian ktvidemment les résultats de I'analyse
suivant ces quatre axes seront sans doute tré&rethif6 pour un probleme a vocation
« théorique » comparé a un probleme relevant ddis@pline appliquée.

Dans la section suivante, nous exposerons troieaé&sotypiques et assez différenciés, que
nous analyserons ensuite selon les quatre axesogigevenons de décrire.

2. Trois exemples de problemes

2.1. Les défis de Fanny et Gaston

Elevonsx a la puissance deux et vice versa

Premier acte : Fanny et Gaston présentent deux fotions, f etg
Fanny et Gaston jouent a des devinettes mathéreatigiChacun des deux acteurs pense & une
fonction d’'une variable réelle, a valeurs réellek en donne des propriétés caractéristiques et
demande a son interlocuteur d’identifier la fonetio
- Fanny: la fonctionf est représentée par polyndme elle prend la valeur 1 au point 1 et elle
posséde la propriété suivante. x@ist multiplié par deux alof§x) est multiplié par quatre. Gaston
répond f (xX)=x2.
Question 1. Comment utilisez-vous le fait qu'il s'agit d’ysolynémepour prouver que la réponse
de Gaston est la seule possible ? Contentez-vane Honne discussion, sans aller jusqu’au bout de
'argument. Vous pourrez y revenir plus tard, guaaus aurez le temps.
- Gaston: la fonctiong est continue ; elle prend la valeur 1 au point @lle satisfait aux deux
conditions suivantes. (i) Siest augmenté d’une unité alg&) est multiplié par deux. (ii) Si est
multiplié par m alorg(x) est élevé a la puissanteet cela pour toun; Fanny répondg (x)= 2%

Question 2. Un peu d’arithmétique montre quexgst un nombreationnel alorsg(x) doit étre éga
a 2. Cela étant, comment utilisez-vous le fait guest continue pour prouver que la réponse de
Fanny est la seule possible ?

Deuxieme acte : en quels points prennent-elles |aéme valeur ?
Nos duettistes aimeraient savoir si les fonctibasg qu'ils ont définies peuvent avoir des valeurs
€gales en certains points.

Question 3.En esquissant le graphe des deux fonctions, veusek le nombre de pointsen
lesqueld(x)=g(x). Quel est ce nombre ? Certains de ces pointsisaitidents ?

Question 4. Comment démontrez-vous, de maniére rigoureugequea les solutions devinées
existentet (b) qu’il N’y en a pas d'autre ?

Suggestion pour la partie (b), appliquez tieéoréme de Rolle

Troisieme acte : comment calculer la solution négate ?

Vous avez prouveé l'existence et I'unicité d’'un nombéel négatik, tel quef(xo)=g(xo). Les regles
de l'arithmétique montrent qug est irrationnel. Cependant, il existe des méthqgugmettant de
calculerx, avec une grande précision. Pour appliquer cesadés numériques, on doit disposer
d’'une « approximation décente » de la solution eecée.
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Question 5. Comment utilisez-vous les formules deylor-Maclaurin pour calculer une
approximation dey, en résolvant une équation du second degré ?

Il s’agit ici d’'un probleme ou le contexte est (dame a) celui du mathématicien
professionnel. Le champ d’application est fami(jgour les étudiants auxquels ce probléme
est destiné), I'information est compléte (on donmEme explicitement la nouvelle notion a
acquérir, a savoir les développements limités ddoFaaclaurin).

La tache est également clairement précisée : gitstde justifier, par des démonstrations
appropriées, des réponses déja mentionnées damsnd& ou trouvées de maniére
relativement évidente par une analyse graphiqueoicvoit bien 'importance du groupe
qui doit « valider » les démonstrations. Enfinpbbtacle réel, ici, est de bien comprendre le
niveau de rigueur nécessaire (qui n'est pas le mpaw chacune des étapes) et d’en
comprendre la nécessité.

Méme si I'énoncé est assez déconnecte de la Mle,rés’agit d’'un vrai défi mathématique,

et les étudiants se prétent volontiers au jeu. dcessité d’arriver a une écriture formalisée

rigoureuse se fait jour progressivement au fil’dadncé. Dans le cadre des discussions de
groupe pour élaborer les solutions, le besoin dexygression orale également précise et
rigoureuse (méme s’il s’agit d’'une autre riguewd)nsanifeste lui aussi. Enfin, les étudiants

apprennent également qu’un théoréme peut étredutiiune maniere relativement indirecte.

De maniére générale et a I'exception de la notienddveloppement limité (Taylor -
Maclaurin) il n’y a pas de nouvelle notion mathéoae a acquérir. Mais il y a bien de
nouvellescompétencea mettre en ceuvre : manipuler une définition nratté&ue pour en
déduire une preuve d’unicité, utiliser de maniewa triviale un théoréme donné, rédiger une
série de résultats avec toute la rigueur nécessaire

2.2. Le four de verrerie

brlleurs
O O
Matiere o
premiére tirée = verre fondu
— verre en fusion

La figure ci-dessus illustre schématiquement um éiverrerie. La matiére a fondre (sable, chaux,
....) est enfournée a une extrémité, fondue graaecBaleur fournie par des brlleurs a gaz et leve
fondu sort du four (tirée) pour la suite du traiegmn(bouteilles, vitrages...). La qualité des pitsdu
requiert une température de verre aussi stablepqasible. Pour contrbler cette température, on
désire trouver un modele de prédiction de la teatpée future du verre en fonction des mesures
présentes de température du verre et de tempédduvelte (qui est directement liée a I'énergie
fournie par les braleurs).

On considére que la tirée est constante et n'ierdonc pas dans la prédiction.
On cherche un modéle de prédiction linéaire detiaé suivante :

y(t)=ay(t) +bu(t) +c

N

ou
—Y(t) estla température du verre a l'instant
—u(t) estla température de volte a l'instant

~Y(t+Destla prédiction de la température du verre &téintt + 1 ,c’est
a dire une heure plus tard
—a, betc sont des coefficients a déterminer.
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Pour déterminer ce modele, on dispose de 501 nwseféectuées toutes les heures, [des
températures de vodte et du verre. Déterminezideur modéle de prédiction ainsi défini.

Dans le cas de ce deuxieme probleme, le contexteclasement « professionnel »,
I'information est incompléte, mais il y a égalemées informations « parasites » (du bruit)
a éliminer. La premiére tache est une tache de lisatién, qui devra étre suivie par la
décision de simplifier le probleme pour en détesmimne solution sur la base d'une
intuition géométrique, puis un retour a la résoltdu probléme général qui passe par
I'acquisition de nouvelles notions (orthogonalité produit scalaire dans"R Un des
obstacles dans ce probleme, qui n'apparait pastdiment mais seulement apres la premiére
phase de modélisation, est qu’on demande aux étsdi@résoudreun systeme d’équations
linéaires qui n’a pas de solution exacte. lls doiveionc eux-mémes formuler ce que serait
la meilleure solutiormpprochée

Ici, on se trouve effectivement confronté a la 88ité d’acquérir de nouvelles notions, mais
aussi des compétences de modélisation a partir élhumcé « bruité », de simplification
pour pouvoir utiliser une intuition géomeétrique, deormulation d’hypotheses

complémentaires.

2.3. pH - métrie

Lors de travaux pratiques de chimie, vous recurillee série de mesures d'une expérience de
neutralisation d’un acide par une base et il vaisiemandé de trouver le point d’équilibre de cgtte
neutralisation, qui correspond au point d’inflexida la courbe mesurée. Cette évaluation doit |étre
entierement automatisée, sans requérir d'intererrtumaine, afin de pouvoir étre insérée dans|une
procédure automatisée plus large.

Comment vous y prendriez-vous pour résoudre cdémab?

Bien sir, les données sont entachées de bruitteireparamétres peuvent étre inconnus. On yous
demande toutefois d’envisager successivement ksegsituations suivantes :
1. Les données sont exactes et I'on vous fournitmadele paramétrique de la courbe mesurée
(probleme d’interpolation)
2. Les données sont bruitées et I'on vous fournitmodéle paramétrique de la courbe mesurée
(probléme d’approximation, moindres carrés, optitiis)
3. Les données sont exactes, mais on ne fournit@asodéle paramétrique (interpolation, splines
cubiques)
4. Les données sont bruitées et on ne fournit panatiele paramétrique (approximation, splines de
lissage)

Dans ce dernier exemple, le contexte est semi gsighenel. Il est plutdt relatif au contexte
des étudiants dans un autre cours que celui deématique. Le théme du probléme est
connu des étudiants : on peut méme supposer qufhia I'objet d’'un APP de chimie.
Toutefois, I'enjeu est bien, ici, non pas d&soudrele probléeme de chimie, mais de
découvrir qu’il y a difféerentes manieres de formulen probleme d’interpolation ou
d’approximation, et que les méthodes mathématigaes résolution dépendront
effectivement de ces différentes formulations. Raudter que les étudiants ne se focalisent
sur la résolution du probleme, aucune donnée ngmerin’est fournie. Un obstacle
important pour les étudiants est ici de se placemi@eau « conceptuel », sans vouloir
résoudre mais bien en formulant le probleme dandiféérents cas de figure.
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3. Analyse comparative des trois problémes

Le contexte : Ces trois exemples illustrent diffiéseniveaux de contextualisation : un contexte
professionnel (pour des ingénieurs), un contextacadémique » lié aux activités de
I'étudiant, et un contexte qui peut s’apparenterebui du mathématicien professionnel.

Notre constat est que chacun de ces trois contgxes engendrer une implication

significative des étudiants. Il n'y a donc pasl lge privilégier nécessairement l'un plutét
que l'autre. Remarquons également que lorsquentexie est professionnel, la tache de
modélisation est souvent trés importante, ce quicorespond qu'a un des nombreux
objectifs d'un cours de mathématique (voir seci@).

L'information : Ces trois problémes présentent égednt des caractéristiques tres
différentes en ce qui concerne l'information. Diengremier (Les défis de Fanny et Gaston)
toute l'information est fournie, aussi bien quamt données du probléme qu'a propos des
taches a effectuer (justifier lI'unicité, démontgeril n'y a que trois solutions au probléme
d'intersection des courbes,...) ou des nouvellésmoa mettre en ceuvre (utiliser la formule
de Taylor Mac Laurin). Remarguons toutefois que ménec cette information complete, la
tache reste complexe et présente des obstaclesd Baprobléme du four de verrerie,
I'information est clairement incompléte et égaleménuitée puisqu'on introduit des
considérations comme le contrble de la tempérajur@e sont pas utiles pour le traitement
mathématique demandé, et la tache n'est pas expdengnaniere précise : comment définit-
on le "meilleur" modéle ? Enfin, le troisieme pr&inle précise quatre situations a envisager,
mais on ne précise pas, par exemple, ce qu'oncerdetiement par un modele paramétrique
d'une courbe, ni quel modéele utiliser...

La tdche a accomplir : Dans « Les défis de Fann@aston » la tache est précisément
définie et le groupe doit essentiellement formudsr preuves des différents résultats. Mais
cette tache est proposée a des étudiants novices ldat de démontrer de nouveaux
résultats et qui devront se poser des questions sigueur de leurs développements. Dans
« Le four de verrerie» par contre la tache n’est@airement définie. Le groupe doit définir
lui-méme I'objectif du probleme et trouver les nelles notions qui lui permettront de le
résoudre. Dans «la pH-métrie» la tache est esentant de niveau conceptuel. Il s'agit de
comprendre les différentes formes d'un problem#edpolation ou d'approximation et de
comprendre également les méthodologies de résoldidms les différents cas, sans aller
jusqu'a une résolution effective. Il est clair gdans chacun des cas, le role du tuteur est
primordial : questionner un groupe sur la rigueundéveloppement, sur la précision d'un
objectif et sur la résolution "conceptuelle" d'unljéeme sont ses missions principales.

L’obstacle : Les obstacles a lI'apprentissage sgaiegment trés différents pour chacune des
situations. Dans le premier probléeme, il s'agitrp@iudiant de ne pas se contenter du "on
voit bien que...". Une démonstration est demandéégs étudiants doivent chercher dans
leur bagage les définitions et théorémes nécessairtes mettre en oeuvre a bon escient
pour obtenir le résultat demandé. Dans le deuxigamseoutre la difficulté de modéliser une
situation professionnelle bruitée, les étudiantscoatrent aussi le probléme de devoir
"résoudre” un systeme linéaire qui n‘a pas de isolutEnfin dans le troisieme exemple,
I'obstacle réel est de résoudre le probleme emanesiu niveau conceptuel, mais en étant
néanmoins précis sur la méthodologie de résolétisnivre dans chacun des cas proposes.

Cette analyse des trois problemes selon quatreragee bien que des problémes de nature
et de caractéristiques trés différentes peuveméshe sans doute doivent étre posés afin de
rencontrer les différents objectifs d'un cours dggh@ématique. Pour nous, c'est aussi dans la
conception de problemes variés que le travail dgxqgsiavere particulierement intéressant :
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en effet, il n'est pas toujours facile, pour unelesegersonne, d'étre créative dans des
registres tres différents.

Conclusion

Nous voulons insister ici sur le fait qu'il n’ex@éspas un seul modele d’un « bon » probléeme,
mais plusieurs approches possibles. A notre semsnvient de varier les situations afin
d’'impliquer et motiver les étudiants, et de susdiediscussion au sein des groupes. Notre
expérience a montré l'intérét des étudiants pourgeare d’activité. lls apprécient
notamment les discussions mathématiques dansol@pgr Une mission essentielle du tuteur
est de veiller a ce que les étudiants ne se pattagges le travail mais bien au contraire
s’approprient chacun le sens précis des notiortiéss.

Nous osons affirmer qu’il est tout-a-fait possibie construire des problemes de
mathématiques qui conviennent dans une activitd®’R A, ou plus généralement dans un
cadre de pédagogie active. Il est parfaitementilplesde construire un enseignement qui se
fonde essentiellement sur ce type de dispositénBintendu, il faut s’assurer que tous les
objectifs visés par cet enseignement (en termesomepétences a acquérir) sont bien
couverts par les différents probléemes proposésc@hade ces problemes devrait étre
analysé sous différents angles (comme ci-dessud)ermtemble devrait présenter des
caractéristiques variées en terme de contextefodiration, de type de tache ou de nature
de I'obstacle.

Il peut étre souhaitable d’accompagner cette détpar d’'autres. Par exemple, des séances
d’exercices, une expérimentation numérique ou iéme d’un cours de « restructuration ».
Les premiers permettent un certain « drill » destétudiants ont besoin pour améliorer leur
efficacité dans leurs travaux futurs. L'expérimeiota numerique permettra aux étudiants de
visualiser concretement certaines solutions déydep d’abord au niveau conceptuel dans
le cadre d’'un APP. Enfin, les cours de restructomase révelent une activité extrémement
utile pour éviter la parcellisation des savoirs.
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