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Résumé | Ce texte propose d’explorer comment des éléves de 6-7 ans peuvent mettre en ceuvre une pensée
structurale (Kieran, 2022) en arithmétique dans des tiches centrées sur des égalités et leurs écritures
symboliques. En nous inscrivant dans une approche sémio-linguistique en didactique des mathématiques
(Drouhard, 2012) nous nous intéressons a ce que recouvre la compréhension du signe « = » et la notion
d’égalité du point de vue d’une théorie mathématique des quantités (Chambris et Subramaniam, 2023).
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Abstract | In this paper, we explore how 6- to 7-year-olds can develop a structural thinking (Kieran, 2022) in
arithmetics when facing equivalence tasks and their symbolical writing. Taking a semio-linguistic
approach (Drouhard, 2012) in didactics of mathematics, we focus on pupils’ understanding of the equal
sign and the concept of equality from a theory of quantities perspective (Chambris et Subramaniam,
2023).
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I. PENSEE STRUCTURALE, EGALITE ET CONNAISSANCES
ARITHMETIQUES

1. Pensée structurale et égalité

Les recherches internationales s’inscrivant dans le courant de 'early algebra ont tres tot mis en avant
I'importance d’une pensée structurale comme susceptible de favoriser entrée dans une pensée
algébrique, la pensée structurale étant essentiellement caractérisée par la perception de relations entre
des nombres correspondant a des propriétés de nombres et d’opérations (Mason et al., 2009). Dans ce
méme courant, de nombreuses recherches se sont intéressées a I’égalité d’expressions numériques (par
exemple Pang et Kim, 2018 ; Madej, 2021)". Nous retenons en particulier de ces travaux que les
significations d’égalités qui seraient le plus a méme de contribuer au développement d’une pensée
structurale, reposent sur des relations entre expressions numériques de part et d’autre du signe « = »
par opposition a des calculs a réaliser et convoquent des connaissances arithmétiques liées aux
propriétés des nombres et des opérations. Les recherches réunies par Kieran (2022) autour de la
dimension structurale tentent notamment d’identifier la (ou les) facon(s) dont les éleves structurent ou
transforment les expressions numériques associées a ces égalités. Certains travaux se sont en particulier
intéressés a des stratégies relevant de la compensation que ’'on pourrait traduire par des égalités comme
«3+5=4+ 4y par exemple. Celles-ci correspondent au fait que quand une « partie » d’'un nombre
est « transférée » a un autre (Carpenter et al., 2003) ou quand un nombre est retiré a un terme d’une
somme et ajouté a 'autre (Schifter, 2018), comme « 1 de 5a 3 » dans « 3 + 5 », la somme est inchangée.
D’autres recherches relevent des stratégies orientées par la décomposition de nombres permettant de
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la pensée analytique en insistant sur les interactions importantes entre ces types de pensées.
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substituer a un terme d’une somme, une somme de plusieurs nombres ou inversement (Kieran et
Martinez-Hernandez, 2022). Cette variété apparente dans les stratégies d’éleves envisagées dans les
recherches pose la question des connaissances arithmétiques potentiellement convoquées dans la
transformation d’expressions numériques associées a des égalités.

2. Connaissances arithmeétiques

Une majorité de ces travaux rapproche ces connaissances de propriétés des nombres et des
opérations qui seront explicitées, généralisées et formalisées plus tardivement, comme la propriété
d’associativité (Carpenter et al., 2003). Toutefois, Kieran (2022) souligne les spécificités potentielles
des connaissances arithmétiques qui participent du développement d’une pensée structurale. A partir
des travaux de Freudenthal (1983), elle signale des structures possibles (d’ordre, d’addition, de
multiplication), d’une diversité bien plus grande que celle classiquement envisagée a partir des
propriétés « basiques » des nombres et des opérations. Nous rejoignons Kieran (2022) et Kieran et
Martinez-Hernandez (2022) sur le fait quidentifier les propriétés arithmétiques sur lesquelles repose
I'interprétation d’égalités numériques par des éleves de primaire ne va pas de soi. A I'instar de Chambris
et Subramaniam (2023), nous faisons ’hypothése de connaissances transparentes dans 'enseignement
et I'apprentissage de larithmétique scolaire qui vont de pair avec une théorie mathématisée des
quantités qui pourrait se constituer comme fondement pour la construction des nombres. Si cette
perspective a été explorée dans de nombreux travaux (par exemple, Smith et Thompson, 2007 ou
Davydov, 1975), nous nous inscrivons dans la perspective de I’étude renouvelée d’une théorie des
quantités telle qu’amorcée par Chambris et Subramaniam. Notre démarche se rapproche dailleurs de
celle de ces auteurs qui défendent I'idée d’un nécessaire raffinement des concepts pré-numériques tels
que développés dans ces travaux afin de mettre en lumicre la maniere dont les raisonnements sur les
quantités peuvent contribuer a la construction de significations des nombres, dans un aller-retour entre
études cognitives et élaboration théorique. Notre point de vue s’attache toutefois a la question du réle
des signes dans la construction de significations.

3. Signes, représentations sémiotiques iconiques et symboliques

Il nous parait important de prendre en compte la diversité de « signes » potentiellement a I'ceuvre
dans I'activité de jeunes éleves sur les égalités car 'introduction des écritures symboliques et du signe
«=» se fait souvent avec des collections de cubes, de jetons ou de doigts, représentées voire
manipulées par les éleves (Constantin et Coulange, 2022). Nous situant dans une approche sémio-
linguistique en didactique des mathématiques (Drouhard, 2012), nous interrogeons le réle des
représentations sémiotiques (Duval, 2006) qui donnent a voir et contribuent a fagonner P'activité des
éleves sur les égalités, que ces représentations soient symboliques algébriques, matérielles ou
iconiques®. I’une des caractéristiques des représentations sémiotiques iconiques tient en particulier 2
leur ambivalence sémantique (Constantin et Coulange, 2022), ces représentations pouvant se référer
tantot a un nombre tantdt a une collection (dont le sens est alors porté par I'organisation spatiale de
ses éléments, contrairement au cas ou elle se réfere directement au nombre). Nous faisons hypothéese
que des représentations iconiques contribuent, sous certaines conditions, a la construction de
significations des écritures symboliques d’égalités, adossées a des propriétés sur les quantités. Celles-ci
ne sont toutefois pas toujours aisées a identifier (Constantin et Coulange, a paraitre).

2 Dans la suite du texte, nous regrouperons sous le terme iconique des représentations constituées d’objets comme
des cubes ou des doigts en présence ou imagés, manipulables effectivement ou mentalement.
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II. UNE ANCIENNE EXPERIMENTATION AUTOUR DU SIGNE « = »

Les données analysées dans cette communication sont issues de la recherche doctorale d’un des co-
auteurs (Theis, 2005) dont 'objectif était de décrire le processus de compréhension du signe « = » chez
des éleves de la premiere année du primaire (6 2 7 ans). Pour ce faire, une expérimentation didactique
a été réalisée, avec une séquence d’enseignement individualisée et adressée a trois enfants, précédée
d’un prétest et suivie d’un post-test. Dans Theis (2005), les éléments suivants ont guidé I’élaboration
de la séquence (de 6 2 9 séances individuelles d’une trentaine de minutes) mise en ceuvre dans le dernier
tiers de 'année scolaire. (1) Les taches se sont basées sur une analyse conceptuelle de la relation d’égalité
appuyée sur le modéle de compréhension de Herscovics et Bergeron (1989). (2) Les taches étaient
¢élaborées pour favoriser un lien entre des représentations sémiotiques matérielles (cubes ou jetons) et
une écriture mathématique. Vers la fin de la séquence seulement, le travail s’est fait exclusivement sur
Iécriture. (3) La signification du signe « = » a été explicitée dans la premiére séance, comme indiquant
qu’on retrouvait la méme quantité des deux cotés du signe, dans une situation qui présentait une
opération a droite du signe « = ». (4) Deux types de situations ont été proposées pour I’égalité: des
situations d’inclusion dans lesquelles le tout inclut les parties, et des situations de comparaison de
collections. (5) Différents types d’égalités ont été travaillées « = b +coua+b=cpuisa+b=c+d.
(6) Trois types de taches ont été proposés aux éleves: déterminer si une égalité donnée est vraie ou non
; ajuster une égalité si elle a été identifiée comme étant fausse et déterminer une inconnue dans une
égalité pour que celle-ci soit vraie.

Dans cet article, nous prenons appui sur des matériaux recueillis lors de cette expérimentation
aupres de deux des trois éléeves concernés, nommées Mélissa et Caroline, afin de documenter leur
cheminent tout au long de Pexpérimentation, du point de vue du développement d’une pensée
structurale. Si les variables didactiques de la séquence expérimentée n’avaient pas initialement été
pensées a cet effet, certaines des caractéristiques des taches proposées nous ont paru pouvoir étre
réinterrogées de ce nouveau point de vue. Nous cherchons ainsi a élucider les connaissances
arithmétiques potentiellement a 'ceuvre dans les stratégies de Mélissa et Caroline et les conditions de
leur émergence, au regard des représentations sémiotiques en présence dans les taches expérimentées.
Précisons d’emblée que les taches proposées a ces deux éleves ne sont pas toujours identiques, nous y
reviendrons au regard de leur cheminement.

ITII. DEUX PARCOURS D’ELEVES DANS LA SEQUENCE : MELISSA ET
CAROLINE

1. Une propriété arithmétique « commmune »

Une premiere connaissance arithmétique semble émerger rapidement des taches proposées pour les
deux éleves. Nous proposons la formulation suivante de la propriété arithmétique associée.

Une quantité A composée de B et de C étant plus petite (plus grande) qu’une quantité A’ de D, si on
augmente (diminue) de D I'une ou l'autre des parties composant A, Ze si on augmente (diminue) B ou C de
D, alors on augmente (diminue) A d’autant, et A et A’ sont égalées.

Figure 1—Formulation de la propriété arithmétique P13

Pour Caroline, une connaissance liée a cette propriété émerge des la premiere séance (qui suit le
prétest). Des cubes sont disposés devant elle sur deux feuilles distinctes, celle de gauche comporte 6

3 Notons que la premiére partie s’appuie sur I'une des propriétés fondamentales des quantités identifiées par
Chambris (2022) reliant structure d’ordre et structure additive: « si a<b alors il existe ¢ tel que a + ¢ = b » (p. 70)
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cubes non organisés spatialement et celle de droite comporte 5 cubes organisés en deux sous-
ensembles de 2 et 3 cubes. Elle est invitée a dénombrer chaque collection et a placer des cartons
comportant des écritures symboliques algébriques sous chacune. Caroline s’exécute et place
correctement les cartons «6» et «2+ 3», réalisant par la-méme une conversion entre ces
représentations sémiotiques, ce qui a déja été travaillé dans les taches précédentes.

L
(6 |

2+3

Figure 2 — Premicre tiche* associée a la propriété P1 pour Caroline (Séance 1).

Caroline doit décider si on peut ou non mettre le sighe « = » entre les deux expressions. Elle s’appuie
spontanément sur les représentations sémiotiques iconiques des cubes pour raisonner et ramene la
tache donnée a une comparaison de cardinaux des deux collections représentées. Une fois les quantités
concernées identifiées (5 et 6), elle conclut qu’on ne peut pas mettre le signe « = ». Une nouvelle tache
lui est alors proposée : il s’agit de modifier les représentations sémiotiques, a la fois iconiques et
symboliques pour pouvoir écrire le signe « = ».

Et si on voulait mettre un signe « = », qu’est-ce qu’il faudrait changer ? (rajoute 1 cube anx 3 cubes). Est-ce qu’on peut

le mettre maintenant ? Oui. Est-ce que tu peux lire ce qui est écrit ? 6 = 2 + 3. C’est correct maintenant ? Oui. Tu

en as 2 + 3 ici maintenant ? Non. Qu’est-ce qu’il faudrait changer encore. Enlever ¢a (« 2 + 3 »). Qu’est-ce qu’il
faut mettre ? (éerit « 6 = 2 + 4 » sur un carton et le met en dessons).

Le fait que Caroline envisage rapidement I’ajout d’un cube nous améne a supposer qu’elle a identifié
que la quantité associée a la collection sur la feuille de droite est plus petite de 1 que la quantité associée
ala collection de cubes représentée sur la feuille de gauche. Certes I’ajout d’un cube a la sous-collection
de trois cubes ne trouve pas directement son pendant dans les écritures symboliques, Caroline ne
proposant pas directement de remplacer le « 3 » par un « 4 » dans « 2 + 3 ». Il n’en demeure pas moins
qu’une connaissance arithmétique associée a P1 émerge rapidement dans 'accomplissement de cette
tache, a partir de la comparaison de deux collections dont 'une est envisagée comme étant composée
de deux sous-collections.

Pour Mélissa, nous avons relevé plusieurs taches 'amenant a convoquer cette méme connaissance
arithmétique. Tout comme pour Caroline, la connaissance concernée fait 'objet d’une formulation des
la premicere séance de 'expérimentation.

A
[8 ]

[1+7]
Figure 3 — Premicre tiche associée d la propriété P1 pour Mélissa (Séance 1).

Apres avoir dénombré et mis en place les cartons, Mélissa raisonne a partir des écritures
symboliques pour justifier qu’on ne peut pas mettre le signe « =» (en disant que « 9 » « ¢a n’est pas
8 »). Elle se réfere toutefois d’emblée aux collections de jetons en présence et répond rapidement « il
faut en sortir un » pour répondre a la question suivante.

Qu’est-ce qu’il faut faire pour qu’on puisse mettre le signe « = » ? Il faut en sortir un (des 9 jetons). Qu’est-ce que tu
écrirais a la place ? (#éfléchit, et éerit 7 a droite du + puis 2 a ganche ponr faire 2 + 7)

4 Pour chaque tache, nous avons choisi de représenter les cubes ou les jetons en présence de la méme maniere a 'aide
de points poutr en montrer la disposition.
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Nous supposons que Mélissa a identifié le fait que les quantités totales différant de 1, elle pouvait les
égaler en diminuant de 1 la collection de 9 jetons. Lorsqu’elle est invitée a modifier I’écriture, elle ne
remplace toutefois pas « 9 » par « 8 ». Elle opére sur Iautre expression numérique en remplacant « 1 »
par « 2». On peut penser qu’elle convoque un fait numérique connu renvoyant a une décomposition
de 9 a partir de 7 ou de la recherche d’un complément a 9 de 7 par calcul. Toutefois on peut aussi faire
I’hypothese qu’elle percoit 'ajout de 1 a 'une des deux quantités qui compose la quantité « totale ».
Une tache donnée par la suite (8 __ 4 + 3) dans le seul registre des écritures symboliques renforce cette
deuxi¢me hypothese.

Est-ce qu'on peut mettre un signe « = » ici ? Non, parce que, ici, c’est 8, et 4 + 3, ca donne 7. Alors, il faut
mettre un 5 ici. Je mettrais 5 + 3 ou 4 + 4. (érit « 8 =4 + 4 ») Est-ce qu'on peut mettre un signe « = » maintenant ?
Oui, parce que, ici c’est 8, et ici, 4 + 4, ¢a donne 8 aussi.

Dans cette deuxieme tache, quand il s’agit d’égaler 7 a 8, Mélissa mobilise plus visiblement une
connaissance associée a la propriété P1, en montrant sa capacité a la réinvestir de fagon flexible dans
la transformation de Pécriture symbolique « 4 + 3 » en « 5+ 3» ou «4 + 4 », ce qui renvoie bien a
I'augmentation de 'une ou de I'autre quantité composant le « tout ».

Ainsi, pour ces deux éleves, la comparaison de quantités qui different de 1 provoque rapidement
une augmentation ou une diminution de la quantité composée, se traduisant a son tour tres vite par un
ajout ou un retrait de 1 a 'une des quantités qui la composent. Ceci correspond a une connaissance
relevant de la propriété arithmétique P1, dans le cas particulier d’une différence de 1. Pour Caroline
cette connaissance s’exprime d’abord comme des transformations des représentations iconiques avant
d’étre converties (et parfois de fagon laborieuse) dans le registre symbolique quand Mélissa envisage
d’emblée des transformations des écritures symboliques de maniere plus concomitante. Toutefois pour
ces deux éléves, on peut penser que des caractéristiques intrinseques des représentations iconiques
favorisent de maniere importante '’émergence d’une telle connaissance arithmétique, I'ajout ou la
diminution d’1 a la quantité composée se reportant presque nécessairement a I’ajout ou a la diminution
d’l a I'une des quantités qui la composent. Pour cette raison entre autres, méme si le point de départ
est une comparaison de quantités (correspondant a des expressions numériques de part et d’autre du
signe « = » dans le registre symbolique) qu’il s’agit d’égaler, nous nous questionnons sur son potentiel
dans le développement d’une pensée structurale. Nous y reviendrons.

2. Une propriété arithmétique inégalement convoquée

Une autre propriété arithmétique nous a semblé en arriere-plan de connaissances émergentes mais
de maniere plus inégale dans les cheminements de ces deux mémes éléves. Nous en proposons la
formulation suivante :

Une quantité A composée de B et de C est égale a une quantité A’. Si A’ est composée d’une quantité plus
grande (plus petite) que B — soit B augmentée (diminuée) de D — elle est composée d’une quantité plus petite
(plus grande) C - C diminuée (augmentée) de D.

Figure 4 — Formulation de la propriété arithmétique P2

Lors du prétest et tout au long de la séquence, Mélissa convoque a plusieurs reprises des
« déplacements » d’un cube d’une sous-collection a 'autre, ces deux sous-collections représentant une
quantité composée. La présence concomitante de certaines écritures symboliques et des
représentations iconiques semble contribuer a piloter des comparaisons des quantités correspondant
aux sous-collections en jeu ou aux termes de sommes.
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5+3] [e+2
Figure 5 — Un déplacement pour comparer des quantités composées (Mélissa, Séance 5)

Est-ce qu’on peut mettre un signe « = » ici ? (réfléchir) Oui. Pourquoi penses-tu cela ? Parce que 5 + 3, ¢a donne 8
et 6 + 2, ¢a donne 8 (wet le signe « = »). Peux-tu me montrer aussi avec les cubes qu’il y en a la méme quantité ? [...]
I1 faut en mettre un de ceux-ci (des 6 a droite) ici (des 2 a dyoite).

Si Mélissa convoque d’emblée les quantités totales, elle justifie I'égalité de « 5+ 3 » et de « 6 + 2 »
de maniere complémentaire en envisageant le déplacement d’un cube d’une représentation iconique a
'autre, tout en réalisant des conversions dans le registre des écritures symboliques. Toutefois plusieurs
observables nous amenent a penser que la validation de ’égalité est a ce stade principalement fondée
par une action de déplacement qui, de manicere sensible, ne fait ni diminuer ni augmenter la quantité
totale de cubes, plutdt que par une propriété des quantités composées. D’une part, lors du pré-test,
Mélissa justifie a plusieurs reprises la conservation de quantités face a des déplacements de I'intervenant
en disant « parce que tu n’en as pas sorti ». D’autre part, on note la prégnance de verbes d’action liés
au déplacement (d’un cube) qui renvoie aux propriétés intrinseques des représentations iconiques en
présence («il faut en mettre un de ceux-ci»). Autrement-dit la conservation ne dérive pas de la
modification de la structure liée aux quantités composées et d’une propriété comme P2.

Pourtant, lors de la derniere séance, pour statuer sur la validité d’'une égalité a partir des seules
écritures symboliques « 5 + 4 » et « 6 + 3 », le discours de Mélissa évolue :

Pourquoi penses-tu cela ? Parce que 5 + 4, ¢ga donne 9, et 6 + 3, ¢a donne 9 aussi. Mais on peut faire, et ici,

avec, le 6, pour que ¢a donne la méme chose, il faut que ce soit un peu plus petit. Est-ce que tu peux

m’expliquer un peu plus ? Regarde, ici, c’est 5 + 4, et ici, c’est 6 + 3, alors on peut faire 5 ici (d /a place du 6),
mais si C’est 6, il ne faut pas mettre 4, mais quelque chose d’un peu plus petit.

De nouveaux arguments liés a la comparaison de quantités apparaissent: « 6 » étant plus grand que
«5» (augmenté de 1), on doit substituer a « 4 » quelque chose de plus petit (diminué de 1). Cette
transformation d’écriture se joue dans le seul registre des écritures symboliques tout en restant référée
a des quantités composées qu’il s’agit cette fois de comparer, en prise d’appui sur une relation d’ordre
entre les parties. Ceci nous parait constituer une avancée notable en direction de P2 avec un possible
début de généralisation »iz des verbalisations dépassant le cas particulier d’'une augmentation ou
diminution de 1 (« un peu plus petit »). La rapidité avec laquelle Mélissa accomplit la tache suivante,
compléter «2+4 =? + 1», en évoquant la substitution de «1» a «2» dans la deuxieme sous-
expression numérique pour en conclure « 5» de maniére quasi-immédiate, nous semble I'indice
supplémentaire dune nouvelle connaissance liée a cette propriété arithmétique qui devient
opérationnelle pour envisager des traitements intrinseques aux écritures symboliques.

Si un certain nombre de conditions ont semblé réunies pour que Mélissa construise des
connaissances associées a P2, il n’en est pas tout a fait de méme pour Caroline. On trouve un peu les
mémes prémisses de certaines de ces connaissances dans des traitements d’abord intrinséques au
registre de représentation sémiotiques iconiques, soit des actions de déplacement d’un cube d’une
partie a lautre. Ainsi lors de la troisieme séance, aprés quelques difficultés rencontrées pour
comprendre la consigne, Caroline modifie quelque peu la tache en réorganisant une collection de 8
cubes en deux sous-collections de 4 cubes, en vue de compléter I’égalité lacunaire « 5 + ... = 8 ». Ceci
lui permet d’envisager assez rapidement que la quantité « manquante » (dans le registre symbolique) ou

5 Ceci renvoie d’ailleurs a la définition de I’égalité comme étant « ni plus grand ni plus petit » et fondée par le principe
de trichotomie dans la théorie des quantités développée par Subramaniam et Chambris (a paraitre).
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« cachée » dans le registre iconique correspond a « 3 », apres le déplacement d’un cube d’un sous-
ensemble de 4 vers l'autre, pour obtenir 5.

_
s+ ] L8]

Figure 6 — Un déplacensent ponr compléter une égalité lacunaire (Caroline, Séance 3)

Toutefois, dans I'accomplissement de cette tache comme pour d’autres, Caroline exprime le
sentiment d’avoir « triché ». Est-ce parce qu’elle manque de moyens de controle sur une telle stratégie ?
Par la suite, elle semble d’ailleurs peiner a réinvestir une telle stratégie, faute peut-étre de connaissances
relevant de la propriété P2. Ainsi lors de la sixieme séance, lorsqu’il s’agit a nouveau de déterminer
I'inconnue pour que I'égalité soit vraie (mais avec deux sommes de deux termes), Caroline, visiblement
embétée par la question, réfléchit et propose « 1 ».

5+ |

Figure 7—Un de}b/czfe.ment sans recomposition (Caroline, Séance 6)

Jai déja triché parce que j’ai fait comme ¢a. Il 'y avait ceux-ci (montre 6 cubes sur la fenille de droite) et aprés jen
ai enlevé 1 (sor2 1 cube du sous-ensemble de 6 et le met a ¢oté) et ’ai mis 1 sur le sac aussi.

Elle parait bien diminuer une des deux quantités représentées a droite en lien avec la comparaison
entre 5 et 6, mais en perdant de vue ce qui en découle pour l'autre partie et la quantité totale, la quantité
1 6tée a 6 n’étant pas appréhendée comme « a rajouter a 2 ». Si elle parvient a le faire avec I'aide de
I'intervenant, ce n’est que lors de la huitieme séance qu’elle parait prendre conscience de l'effet de la
modification d’une quantité sur I'autre si 'on veut conserver la quantité composée a 'occasion de la

tache présentée a la figure 8.

Il 2+ 7 | + E|
Figure 8 — Un déplacement et une recomposition (Caroline, Séance 8)

Jai regardé 7 et ce cube (7 des 2 cubes d ganche), et j’ai pensé qu’il en resterait un dans la boite.

Ce faisant, Caroline anticipe (en parlant au conditionnel) le résultat d'une action de déplacement,
'ajout d’un cube a une quantité conduisant nécessairement a la diminution de ce méme cube de 'autre
si 'on ne veut pas « modifier » le tout. Cette évolution ne semble cependant pas se stabiliser par la
suite, et ne pas pouvoir prendre la forme aboutie prise dans le discours de Mélissa, et ce, sans doute
pour différentes raisons. En effet, la succession de taches présentées a Caroline ne fait pas apparaitre
une différence de 1 entre deux quantités au moment ou ces connaissances émergent contrairement a
Mélissa. Le fait que Caroline ne s’autorise pas beaucoup a déplacer les cubes (malgré les relances de
I'intervenant qui Iy invite) a peut-étre également joué un réle. Ainsi pour une autre tache dans la méme
séance associée a I’égalité lacunaire « 2+ 8 =? + 1» proche de celles déja rencontrées, Caroline
compte les cubes de la sous-collection de 8 cubes et un cube de la sous-collection de 2 cubes, sur la
feuille de gauche avant d’annoncer « neuf », sans pour autant envisager l'action de déplacement d’un
cube correspondant au remplacement de « 2 » par « 1 », pourtant apparue en amont.
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IV. VERS DE NOUVELLES BALISES POUR LE DEVELOPPEMENT
D’UNE PENSEE STRUCTURALE FONDEE PAR LES QUANTITES ?

Nos analyses nous ont permis d’identifier deux propriétés relevant d’une théorie mathématique des
quantités (Subramaniam et Chambris, a paraitre), 'une renvoyant a des connaissances qui émergent
rapidement, contrairement a l'autre, les connaissances associées ne se pérénisant que pour 'une des
deux éleves seulement. Sur la base des résultats de notre étude, nous affirmons que ces deux propriétés
arithmétiques se différencient du point de vue du développement d’une pensée structurale fondée par
une théorie mathématique des quantités. Pour étayer cette affirmation, nous reprenons la distinction
faite par Vergnaud entre les trois premicres relations « de base » du champ conceptuel additif : celles
dites de composition, de comparaison et de transformations d’états (Vergnaud, 1990). Les
caractéristiques des taches proposées dans la séquence expérimentale renvoient a des relations de
compositions (nous avons d’ailleurs parlé de « quantités composées ») d’états envisagés autour des
structures additives et des expressions numériques afférentes (du type « @ + & » de part et d’autre du
signe « = »). Toutefois certaines des stratégies investies par les éleves semblent davantage relever tantot
de relations de transformations d’états, tantot de comparaisons (additives) d’états.

Ainsi, a partir du jeu sur les taches proposées, si 'amorce des stratégies des deux éleves associées a
la propriété P1 suggere une comparaison d’états (une quantité composée étant reconnue plus grande
que Pautre), celle-ci semble tres vite évoluer en une relation de transformation d’états #za la recherche
de ce qu’il faut ajouter a une quantité (composée de deux autres quantités) pour en « égaler » une autre.
Au regard des spécificités des signes en présence (en particulier les représentations matérielles de
cubes), ceci conduit assez spontanément a envisager une relation de transformation d’une des deux
quantités qui composent la quantité initiale toujours en considérant « ce qu’il y a a ajouter » comme
transformation positive portant sur une partie. Ainsi les raisonnements associés a P1 sont-ils
essentiellement fondés par des relations additives élémentaires de transformation d’états, la
comparaison des quantités totales n’étant qu’une premicre étape.

La propriété P2 nous semble revétir un plus fort potentiel pour le développement d’une pensée
structurale. Certes, du fait des caractéristiques des représentations sémiotiques matérielles en présence,
ce sont initialement des « déplacements» d’un objet qui émergent pour les deux éleves, ces
déplacements pouvant étre appréhendés comme des transformations d’états concomitantes des parties
('une entrainant l'autre si 'on ne veut pas modifier le tout que constitue la quantité composée).
Toutefois pour une des deux éleves, un changement de point de vue s’opéere 'amenant a « voir » de
nouvelles structures. En effet, sur la fin de Pexpérimentation, des évolutions de son discours laissent a
penser que ce sont des relations de comparaison (additive) entre quantités, parties d’'un méme « tout »,
qui deviennent le support de sa réflexion. Ces relations additives renvoient aux termes de deux sommes
(écrites de part et d’autre du signe « = »), considérés deux a deux, les manipulations d’expressions via
des substitutions devenant des moyens pour raisonner et opérer sur les quantités. Le fait que les deux
éleves convoquent régulierement des « résultats » correspondant au « tout » a pu jouer un role, non
seulement pour permettre les comparaisons initiales mais aussi pour garantir la conservation et
permettre le cheminement vers la propriété P2.

Finalement, 'observation du parcours de ces deux éléeves nous a amenés a identifier une certaine
diversité de connaissances arithmétiques au cceur de stratégies parfois qualifiées de compensation dans
les recherches, bien au-dela des propriétés algébriques usuelles comme I'associativité. Nous rejoignons
en cela les travaux de Kieran (2022). En réinterprétant les relations additives investies par ces éleves
dans la perspective des travaux de Vergnaud, la comparaison d’états nous semble bel et bien une balise
dans le développement d’une pensée structurale, sous certaines conditions. Au regard de notre corpus,
I'une de ces conditions releve de la mise en relation de comparaisons avec des augmentations ou
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diminutions (Chambris, 2022), sans toutefois que les transformations d’états prennent le pas, ces mises
en relations pouvant donner acces a des propriétés arithmétiques susceptibles d’étre généralisées (via
différentes valeurs de D par exemple). Des éléments facilitateurs nous paraissent émerger comme des
constructions de significations d’écritures symboliques qui restent référées aux quantités (via des
représentations matérielles, mais nécessairement transitoires) ou comme le cas particulier du « 1 », mais
qui ne doivent pas faire verser dans un « constat systématique » (du résultat de deux transformations
concomitantes) qui serait contre-productif. La question des conditions permettant un parcours comme
celui de Mélissa dont nous espérons avoir montré le caractére particulicrement délicat, nous parait
rester ouverte.
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