TITRE: RAPPROCHEMENT INEPUISABLE EN GEOMETRIE DYNAMIQUE : ETUDE DE LA CONCEPTUALISATION
DE LA NOTION DE TANGENTE COMME POSITION LIMITE CHEZ UN LYCEEN AU CAMEROUN

AUTEUR: NGUEMBOU NANAGISCARD

PUBLICATION: ACTES DU HUITIEME COLLOQUE DE LESPACE MATHEMATIQUE FRANCOPHONE — EMF 2022
DIRECTEUR: ADOLPHE COSSI ADIHOU, UNIVERSITE DE SHERBROOKE (CANADA/BENIN) AVEC LAPPUI

DES MEMBRES DU COMITE SCIENTIFIQUE ET DES RESPONSABLES DES GROUPES DE TRAVAIL ET PROJETS
SPECIAUX

EDITEUR: LES EDITIONS DE UUNIVERSITE DE SHERBROOKE

ANNEE: 2023

PAGES: 608 - 621

ISBN: 978-2-7622-0366-0

URI:

DOI:



Rapprochement inépuisable en géométrie
dynamique : étude de la conceptualisation de la
notion de tangente comme position limite chez un
lycéen au Cameroun

NGUEMBOU NANA! Giscard

Résumé - Ce travail montre comment le lycéen peut prendre appui sur le rapprochement inépuisable
pour appréhender la droite tangente comme étant une position limite. La construction de connais-
sances opératoires et prédicatives relatives au concept de droite tangente est rendue possible grace
a la coordination des fonctionnalités déplacement et zoom d’un environnement de géométrie dyna-
mique. En effet, ils permettent de rapprocher sans cesse et autant que l'on veut la droite sécante de
la droite tangente.

Mots-clés : rapprochement inépuisable, position limite, droite tangente, connaissance opératoire,
connaissance prédicative.

Summary - this work shows how the high school student relies on the concept of inexhaustible rap-
prochement to apprehend the tangent line as a limit position. The construction of operational and
predicative knowledge on this concept occurs, thanks to the coordination of the displacement and
zoom functionalities of the dynamic geometry environment, with a view to bringing the secant line
closer to the straight line as much as desired tangent.

Keywords: endless rapprochement, limit position, tangent line, operating knowledge, predicative
knowledge
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Lidée de rapprochement inépuisable dans le concept de limite

Dans le cadre de ce travail, nous entendons par vision dynamique de la limite, celle-la qui integre
l'idée du rapprochement sans cesse, dans la technique mise en ceuvre pour déterminer la limite,
comme par exemple, la vision de la limite présente dans la définition proposée par d’Alembert :

Onditqu’une grandeur est une limite d’'une autre grandeur, quand la seconde peut approcher
de la premiere plus pres que d’une grandeur donnée, si petite que l'on puisse la supposer,
sans pourtant que la grandeur qui approche puisse jamais surpasser la grandeur dont elle
approche : En quelque sorte que la différence d’une pareille quantité a la limite est absolu-
mentinassignable.[...) A proprement parler, la limite ne coincide jamais, ou ne devient jamais
égale ala quantité dont elle est la limite ; mais celle-ci s'en approche toujours de plus en plus,
et peut en différer aussi peu qu'on voudra. (Larticle LIMITE de l'encyclopédie de Diderot et
d’Alembert).

La formulation ci-dessus, peut laisser sous-entendre que la limite est toujours non atteignable.
Pourtant, dans certains cas, la technique mise en ceuvre pour déterminer la limite montre qu’elle est
bel et bien atteignable, comme nous le verrons ci-dessous avec l'expérience de (Cornu, 1983). Plus
loin, nous allons tenter de reformuler cette définition pour le lycéen, dans le but de lui faire travailler
sur la notion de droite tangente avec une vision dynamique et en cherchant a lui faire comprendre
que, la technique mise en ceuvre pour rapprocher, peut laisser percevoir la droite tangente comme
étant une position limite.

Plusieurs chercheurs proposent un sens a la notion de droite tangente en sappuyant sur l'idée
de rapprochement. Ainsi Cornu (1983), par exemple, a conduit une expérience, qui consiste en un
dispositif matériel constitué d’une regle appuyée contre 2 clous, 'un, A, planté dans une feuille sur
laquelle est tracée une courbe et l'autre, M, pouvant se déplacer vers le premier. Le chercheur observe
les difficultés des apprenants a interpréter en termes de limite ce qui se passe lorsque le clou en
mouvement arrive a la position du clou fixe :

« Tous les éléves font allusion au mouvement de la régle. [...] Mais beaucoup ne font pas
allusion a ce qui se passe lorsque le point M arrive en A. Et, parmi ceux qui font allusion
beaucoup n’ont pas vu la notion de limite » (Cornu, 1983, p. 244).

Cette expérience qui consiste a rapprocher le présentant d’un point M pour le superposer a celui
d’un point A et obtenir une intersection double (entre la sécante (AM) et la courbe) correspond a une
vision statique de la limite associée a la notion de droite tangente. En effet, la technique mise en
ceuvre pour rapprocher le point M vers le point A, ne vise pas a faire émerger chez le lycéen l'idée de
rapprochement sans cesse entre la sécante et la tangente. Aussi, la classe se focalise davantage sur
ce qui se passe lorsque le point M arrive en A. Elle pourrait alors, aboutir a une définition de la li
suivant une vision statique, comme celle proposée par Vivier (2010, p. 187) lorsqu’il dit :
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« une tangente est une sécante qui forme une intersection d’'ordre de multiplicité au moins 2
avec la courbe »

En plus, Larrivée du point M en A, marque le passage de la droite sécante a sa position limite qui
correspond a la droite tangente. Ce qui laisse clairement entendre que la limite (la droite tangente)
est bel et bien atteignable. Ainsi, la vision statique de la limite, intégre dans la technique mise en
ceuvre pour déterminer la limite, l'idée que celle-ci est atteignable, pendant que la vision dynamique
peut laisser sous-entendre que la limite est non atteignable. En cela, Dufour (2019) soutient qu’il
possible pour le lycéen « d’hésiter sur le caractere accessible ou non de la limite » (p.73).

Les travaux de Cornu (1983) montrent que la limite, appréhendée de facon statique, aurait un faible
potentiel pour faire émerger 'idée de position limite chez le lycéen, en particulier dans le cas de la
droite tangente. C'est, sans doute, ce que note Schneider lorsqu’elle déclare : « Cette définition est,
elle aussi, purement géométrique, en ce sens qu’elle ne suppose aucun détour par les pentes, mais
contrairement a la perception des éleves, elle évoque plus une possibilité de dépassement qu’une
réalisation effective » (1992, p. 327). Dés lors, trouver une technique géométrique dont la mise en
ceuvre est susceptible de faire percevoir la droite tangente comme étant une position limite nous
semble étre une piste de travail avec les éleves. Ainsi, nous reprenons de la définition de d’Alembert,
que nous adaptons pour le lycéen et que nous précisons pour le cadre géométrique afin de propo-
ser une définition de la limite, suivant une vision dynamique : un objet géométrique du plan (A) est
limite ou position limite d’un objet de méme nature (B), si 'on peut trouver une technique permettant
rapprocher sans cesse et autant que l'on veut, l'objet (B) de l'objet (A), sans jamais ['atteindre, ni le
surpasser. Cette définition repose, entre autres, sur le rapprochement toujours possible, sans jamais
atteindre la limite, que nous proposons de nommer « rapprochement inépuisable ». Nous faisons
I'hypothese que le rapprochement inépuisable pourrait permettre au lycéen de percevoir la droite
tangente comme étant une position limite, dés lors qu’il est possible de proposer une technique
permettant d'opérer un tel rapprochement.
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Une technique opératoire de construction de la droite tangente vue
sous le prisme de la position limite

Figure 1. - B le point mobile sur la courbe (c) ; A un point fixe de (c) ; échelle sur les axes : 1/1

Une technique pour travailler le concept de tangente comme étant une position limite est possible
en utilisant la géométrie dynamique. Dans le cas d’une droite tangente a une courbe (c) en un point
A, elle consiste a construire le point A fixe sur la courbe (c), un point B sur la courbe, la droite sécante
a (c) passant par les points A et B. De cette facon, le déplacement du point B vers le point A (voir la
figure 1) en convoquant une technique adéquate, peut permettre de faire émerger l'idée d’un rappro-
chementinépuisable de la droite sécante vers la droite tangente.

L’idée rapprochement inépuisable obtenue par la coordination des fonctionnalités zoom et dé-
placement

Suite a ce premier travail, la construction se poursuit en rapprochant le point B a proximité du point
Aalaide de la fonctionnalité déplacement. La fonctionnalité zoom est ensuite mobilisée pour agran-
dir la représentation a 'écran de la distance entre le point B et le point A. Par la suite, on rapproche
comme précédemment le point B a proximité du point A. On réitere le processus de rapprochement
autant que nécessaire. On choisit de sarréter lorsque la figure a atteint un point de saturation. Autre-
ment dit, lorsqu’une portion de la courbe (c) et une portion de la droite sécante (AB) se confondent,
en formanta’écran une image semblable a un segment de droite, avec les points A et B bien distincts
a l'écran dans la fenétre géométrie (la figure 2).
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Figure 2. - La courbe (c) et la droite sécante (AB) sont confondues a écran. Echelle : 0,001 x 0,001

Chaque rapprochement du point Bvers le point A, rapproche la sécante de la tangente. Ainsi, avec la
géomeétrie dynamique et la coordination des fonctionnalités zoom et déplacement, on met évidence
un moyen de rapprocher sans cesse et autant que l'on veut, la sécante de la tangente, ce qui ca-
ractérise le rapprochement inépuisable. Notre hypothese est que cette technique de rapprochement
permet de mobiliser une vision dynamique de la limite.

Le passage de la droite sécante a sa position limite

Au point de saturation, les représentants des points A et B sont bien distincts a I'écran. Une possi-
bilité pour les faire coincider, consiste a utiliser la fonctionnalité zoom inverse. Dans la pratique, on
effectue des zooms inverses consécutifs entre les représentants des points A et B jusqu’a ce qu’ils se
superposent a l'écran. En ce moment-|a, la droite sécante passe a sa position limite qui correspond a
la droite tangente (voir la figure 3).

Figure 3. - Les zooms inverses permettent de faire passer la droite sécante a sa position limite.

La poursuite de zooms inverses renforce 'image de superposition du représentant du point B avec
celui du point A. Des lors, la droite et la courbe forment une intersection dont l'ordre de multiplicité
est au moins 2 (une vision statique de la limite).
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La conceptualisation dans l'action : un moyen pour construire des
sens associés au concept de position limite

A propos du concept de limite, nous avons une distinction entre vision statique et vision dynamique
et unetechnique permettant de rapprocher de facon inépuisable la sécante vers la tangente. Or, nous
nous intéressons aux sens mathématiques que les lycéens peuvent construire a propos du concept
de position limite en particulier en utilisant cette technique. La théorie des champs conceptuels (Ver-
gnaud, 2001) indigue un moyen permettant de construire des sens sur un concept mathématique.
Elle propose la conceptualisation dans l'action. Or, lors de la mise en ceuvre de la technique géomé-
trique sus-décrite le participant est bel et bien dans l'action. Il peut donc avoir conceptualisation sur
la notion de position limite pendant cette période. Un indicateur de cette conceptualisation est la
construction des connaissances prédicatives. En effet, la théorie sus-évoquée reconnait deux formes
de connaissances : la forme prédicative « celle qui prend la forme de textes, d’énoncés, de traités et
de manuels » (Vergnaud, 2001, p. 1) et la forme opératoire, celle qui permet de faire et de réussir. La
connaissance opératoire est d'abord une compétence procédurale, comme le soutient Vergnaud a
travers l'exemple suivant relatif au travail d’un porcher:

Or, ce porcher avait développé des schemes tres subtils pour détecter des porcs présentant
des signes de souffrance [.. ] il n'était guere a mesure d’expliquer les indices qu'’il prenait, ni
les raisons des différents gestes qu’il savait faire pour calmer les porcs stressés. (2001, p. 17).

Le chercheur ajoute que : « Ce décalage entre les connaissances opératoires et leur formulation est
un phénomene tres général » (2001, p. 17). Par cet exemple l'auteur montre que : « la conceptualisa-
tion est une condition de [’énonciation » (2001, p. 12). Ainsi la construction des connaissances prédi-
catives, a partir des connaissances opératoires, suppose qu’il a eu conceptualisation dans l'action.
Nous faisons alors le choix, de faire en sorte que les participants acquierent les connaissances sur la
notion de position limite, d’abord sous la forme opératoire. Cest-a-dire en leurs donnant des moyens
de construire la droite tangente suivant une vision dynamique de la limite, dans 'environnement
GéoGebra, a l'aide de la technique géométrique sus-décrite. Visant, ainsi la construction des connais-
sances prédicatives par les participants eux-mémes, en situation. Avec éventuellement la médiation
de lenseignant. Autrement dit, nous visons la conceptualisation dans l'action sur la notion de posi-
tion limite. Par adaptation des schemes, lors de la construction de la droite tangente. Notamment a
travers le développement des composantes invariants opératoires, regle d’action, prise d’'information
et la composante inférence du scheme.
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Effet d'une séquence d’enseignement avec géométrie dynamique
sur la conceptualisatin de la notion de tangente

Nous avons congu une situation d’enseignement de la notion de tangente a une courbe que nous
avons menée aupres d’un public de lycéens au Cameroun. La technique de collecte de données que
nous avons retenue est le Teaching Expériment (Dufour, 2019). Il s'agit d’une technique de collecte de
données propre a la didactique des mathématiques. Elle a principalement été développée a ’école
Russe et plus récemment aux Etats-Unis par, entre autres, Steffe et Thompson (2000). Elle consiste en
des séances d’enseignement orchestrées par un enseignant-chercheur qui a ainsi la possibilité d’in-
teragir avec les apprenants et d’intervenir dans les interactions entre les apprenants en vue d’évaluer,
d’orienter et de réguler les connaissances construites. Ceci a pour but de s'assurer que les apprenants
surmontent la difficulté annoncée par la recherche et surtout de comprendre et d’expliquer comment
ils y parviennent. Dans un Teaching Expériment, outre l'enseignant chercheur, il y a un chercheur-té-
moin et des participants. Le chercheur-témoin participe a [’élaboration des taches a proposer aux
participants et donne son avis sur l'interprétation des données, dans le but de renforcer 'objectivité
du chercheur-enseignant. Dans notre teaching experiment, le réle d’enseignant-chercheur a été tenu
par lauteur de larticle, celui de chercheur-témoin par un enseignant de lycée. Les participants sont
quatre volontaires d’une classe de l'enseignant, choisis en collaboration entre le chercheur et l'ensei-
gnant. Ils avaient des geneses d’usage développées par rapport a la géométrie dynamique, ceci dans
le but de faciliter 'instrumentalisation des fonctionnalités nécessaires a la construction dynamique
de la droite tangente. Les outils de collecte de données étaient : une caméra a chaque poste, les
cahiers des participants, un journal de bord pour des prises de notes avant, pendant et apres les
séances. Les instruments de collecte de données étaient : un guide d’'observation utilisé pendant
les séances et un guide d’entretien avec ['éleve apres les séances.

Les situations d'apprentissage de la tangente

Deux situations ont été proposées aux participants. La premiere est dans le cadre géométrique, la
seconde dans le cadre de 'analyse.

EMF 2022




1. SITUATION 1 : CONSTRUCTION ET DEPLACEMENT D’UNE DROITE SECANTE A UNE COURBE

2. SITUATION 2 : PRODUCTION D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE DE LA DROITE EN LA REGARDANT COMME UNE POSITION LIMITE.

3. LE CHOIX DES PRODUCTIONS A ANALYSER

La séance, décrite et analysée en partie, s'inscrit dans une séquence d’enseignement visant a faire
évoluer les conceptions actuelles de quatre lycéens sur la notion de tangente. Nous nous sommes
rendus a la 10° séance sur les 13 séances prévues. Le participant X est celui qui a assisté a toutes les
séances faites. Deux participants ont abandonné apres la 5¢ séance. Le participant Y était présent
lors de la 10° séance, mais était absent pendant 4 séances successives. Raisons pour lesquelles nous
faisons le choix de présenter et d’analyser les productions du participant X. Suites a des phases de
formulation et d’institutionnalisation au cours des neuf premieres séances, il a aussi acquis un nou-
veau langage ou vocabulaire consistant et ne figurant pas dans les manuels scolaires. Le but de cette
séquence d'enseignement est de proposer au Ministére des Enseignements Secondaires (MINESEC)
du Cameroun, une organisation praxéologique centrée ['utilisation de la géométrie dynamique et
susceptible de faire de la droite tangente et du cercle tangent de véritables objets d’étude en classe
de premiéere ou de terminale.
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Les productions du participant X

Construction de sens géométrique et dynamique sur le concept de droite tangente grdce a une
technique permettant de mettre en ceuvre un rapprochement inépuisable

Les productions graphiques du participant X (Figure 4 ci-dessous), montrent que ce dernier est
arrivé a rapprocher le point B du point A jusqu’a saturation. Au cours de ce rapprochement le par-
ticipant X agit matériellement sur les représentants des objets en jeu. Il constate, dans l'action, que
la technique mise en ceuvre lui indique un moyen de poursuivre sans cesse le rapprochement entre
ces deux points. Ce premier rapprochement du point B vers le point A en implique un autre, celui de
la sécante vers la tangente. Ce second rapprochement, n'est pas de méme nature que le précédent
et se manifeste par la réduction de ['écart angulaire entre la tangente et la sécante. Dans l'action, le
participant a constaté que la technique mise en ceuvre luiindique un moyen pour réduire sans cesse
et autant qu’il veut cet écart angulaire. Autrement dit, il a constaté que le second rapprochement est
lui aussi un rapprochement inépuisable.

Figure 4. - Les productions du participant X relatives a la tache (3) de la situation (1) : confusion a ['’écran de la sécante
(AB) et de la droite tangente

Nous faisons I'hypothese que la composante concept-en-acte du scheme du participant lui a
permis de sélectionner ces informations comme importantes pour définir la droite tangente. Et que
la composante inférence lui a permis de relier et de transformer les informations sélectionnées en
connaissances prédicatives sur la notion de position limite, en articulant les notions de droite sé-
cante (AB), technique, fonction et la notion de rapprochement inépuisable. Pour valider ou invalider
ces hypotheses nous analysons ses productions relatives a la tache (4) de la situation (1).
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Les productions du participant X relatives a la tdche (4) de la situation (1)

Figure 5. - Les productions du participant X relatives a la tache (4) de la situation (1)

La droite tangente : une position limite induite par la mise en ceuvre du rapprochement inépui-
sable

Les connaissances prédicatives (1) ci-dessus encadrées, montrent que le participant X a construit,
dans l'action, deux sens géométriques et dynamiques relativement au rapprochement inépuisable,
lors de la mise en ceuvre de la technique géométrique centrée sur la coordination des fonctionnalités
zoom et déplacement, l'un, entre les points et 'autre, entre les deux droites. La construction des sens
sus-évoqués a permis au participant de percevoir la droite tangente comme étant une position limite,
ici, entendue, comme une position inatteignable. Car, il décrit la droite tangente comme une position
inatteignable relativement a la technique mise en ceuvre. Il prend appui sur le fait que, les représen-
tants des points A et B restaient toujours bien distincts a l'écran, pour conclure que la droite sécante
et la droite tangente restaient aussi bien distinctes, au cours du rapprochement. Ainsi, la coordination
des fonctionnalités zoom et déplacement a permis au participant de construire, dans l'action, des
connaissances prédicatives sur le concept de rapprochement inépuisable. Et ces connaissances lui
ont permis de décrire ou de présenter la droite tangente comme étant une position limite.

La technique donne au rapprochement le statut de rapprochement inépuisable

Toujours, dans la méme définition de la droite tangente proposée par le participant X et encadrée
ci-dessus, il octroie une place prépondérante a la notion de technique. Ce qui nous invite a soutenir
que, dans l'action ce dernier a bel et bien compris que, c’est la technique mise en ceuvre pour rap-
procher, qui a donné au rapprochement, le statut de rapprochement inépuisable. Et que c’est, ce
rapprochement inépuisable qui permet de percevoir ou de décrire la droite tangente comme étant
une position limite. Dans le cas de l'espece, cette technique correspond a la coordination des fonc-
tionnalités déplacement et zoom. Pour éprouver la pertinence des connaissances prédicatives (1),
analysons ses productions relatives a la tache (1) de la situation (2).
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Les productions du participant X relatives a la (1) de la situation (2)

Figure 6. - Les productions du participant X relatives a la tache (1) de la situation (2)

Construction d’un sens algébrique associé au rapprochement inépuisable

Le nombre n est un entier naturel non nul, donc le point B, est bien défini. En lui donnant des
valeurs de plus en plus grandes, le participant a trouvé une technique, lui permettant de rapprocher
sans cesse le point B, du point A, sans jamais l'atteindre ni le surpasser. De plus
et .Iladonc construit, dans le cadre analytique, une technique lui ayant permis
de rapprocher de facon inépuisable le point vers le futur point de tangence A. Dans ce nouveau
cadre, le participant exprime le rapprochement inépuisable en donnant a , des valeurs de plus en
plus grandes. Puisque l'ensemble IN est inépuisable, nous soutenons que le participant X a donné
un sens algébrique au rapprochement inépuisable entre les deux points. Ce premier rapprochement,
implique un second entre la sécante et la droite tangente. Nous soutenons alors que le participant a
donné unsens algébrique au rapprochement inépuisable entre les deux droites. Ce qui confirme que,
ce dernier a bel et bien compris que, cest la technique mise en ceuvre pour rapprocher, qui donne
ou pas, au rapprochement le statut de rapprochement inépuisable. Et que, c’'est ce rapprochement
inépuisable qui permet de percevoir ou de décrire ou de présenter la droite tangente comme étant
une position limite.
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La droite tangente vue comme position limite dans le cadre algébrique

Les mémes connaissances opératoires et prédicatives du participant X, ci-dessus encadrées (Figure
6), montrent aussi que, ce dernier est arrivé a décrire la droite tangente comme une position limite
de la suite (AB ), des droites sécantes. Elles montrent également que, pour y arriver, il prend appui,
sur le rapprochement inépuisable construit dans le registre analytique entre les points A et B. Cela
nous invite a soutenir que, la coordination des fonctionnalités déplacement et zoom est une tech-
nique géométrique permettant de faire émerger l'idée de rapprochement inépuisable qui permet la
construction d’une vision dynamique de droite tangente. Nous pouvons aussi avancer I'hypothese
que cette technique est transférable dans le cadre algébrique, et permet de présenter et de décrire la
droite tangente comme étant une position limite dans un registre symbolique.

Conclusion

Nous sommes partis du constat selon lequel certains lycéens ont des difficultés a percevoir la droite
tangente comme étant une position limite. Les travaux de certains chercheurs, a l'instar de (Balhan et
al., 2015; Cornu, 1983), soutiennent que la vision statique de la limite a un faible potentiel pour faire
en sorte que le lycéen percoive la droite tangente comme étant une position limite. La recherche
d’une situation favorisant I'émergence d’une vision dynamique de la limite nous a orienté vers [éla-
boration de situations d’enseignement utilisant la géométrie dynamique. Dans ce travail nous avons
proposé une situation centrée sur une technique ayant permis de faire émerger 'idée de rapprocher
sans cesse et autant que l'on veut deux objets géométriques, rapprochement que nous avons qualifié
de rapprochement inépuisable. La technique géométrique est centrée sur la coordination des fonc-
tionnalités déplacement et zoom de l'environnement GéoGebra. Notre hypothese a été qu’une telle
technique doit permettre aux lycéens de percevoir la droite tangente comme étant une position li-
mite dans 'environnement de géométrie dynamique. La conversion de cette technique géométrique
en une technique analytique permet de décrire la tangente comme étant une position limite et d’en
produire une équation algébrique.

Les productions d’un lycéen, observées dans le cadre d’un teaching experiment dans lequel nous
avons joué le double role de l'enseignant et du chercheur, nous a permis d’émettre les premieres
hypotheses. D’une part, la coordination des fonctionnalités déplacement et zoom avec la géométrie
dynamique semble avoir un potentiel élevé pour la construction d’une vision dynamique de la notion
de tangente dans le cadre géométrique. Cette vision, accessible au lycéen, a également un potentiel
élevé pour faire en sorte qu’il percoive la droite tangente comme une position limite. D’autre part,
les connaissances opératoires et prédicatives construites en situation a partir de la technique géo-
métrique mise en ceuvre, nous permettent d’envisager que cette vision dynamique de la limite est
transférable au-dela de la géomeétrie, dans le cadre analytique, permettant de donner du sens a la
définition de la tangente a une courbe a partir de son équation.
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