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Le développement de la pensée algébrique comme
fondement d’'un cadre d'analyse de la transition
arithmetique algebre

SQUALLI* Hassane - NAJAR? Ridha - ADIHOU® Adolphe

Résumé - Ce texte propose un cadre pour analyser la transition arithmétique-algeébre. L'élaboration
de ce cadre articule le cadre du développement de la pensée algébrique, développé dans la perspec-
tive Early Algebra, avec le cadre d’analyse praxéologique de la TAD. Le cadre élaboré est ensuite utilisé
pour étudier le potentiel de développement de la pensée algébrique que permet un programme
d’étude ou des ressources d’enseignement lors du passage du primaire au college.

Mots-clefs : Pensée Algébrique, Early Algebra, modele praxéologique de référence, potentiel de dé-
veloppement de la pensée algébrique.

Abstract - This text proposes a framework for analyzing the arithmetic-algebra transition. The ela-
boration of this framework articulates the framework for the development of algebraic thinking,
developed in the Early Algebra perspective, with the praxeological analysis framework of TAD. The
developed framework is then used to study the potential for the development of algebraic thinking
that a study program or teaching resources allows during the transition from primary to secondary
school.

Keywords: Algebraic thinking, Early Algebra, reference praxeological model, development potential
of algebraic thinking.
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Introduction

Cette recherche s’inscrit dans le cadre d’un projet du programme APPRENDRE mis en ceuvre par
'Agence Universitaire de la Francophonie (AUF) répondant a I'Appel a projet d’avril 2019. Le projet
vise a dresser un état de la situation de la transition entre 'enseignement de l'arithmétique au pri-
maire et 'enseignement de lalgebre au collége au Maroc, au Bénin et en Tunisie en vue de faire le
point sur la maniere dont le systeme d’enseignement de chacun des trois pays prépare ses éleves a
lentrée a lalgebre. Le projet poursuit trois objectifs : (1) Faire une analyse du savoir a enseigner rela-
tivement au développement de la pensée algébrique dans les programmes et les manuels scolaires
de chaque pays. (2) Documenter les raisonnements mobilisés par les éleves de la derniere année du
primaire et de la premiére année du college dans la résolution des problemes de comparaison et de
généralisation. (3) Documenter les pratiques déclarées des enseignants du primaire et du college en
regard d’activités de résolution des problemes de comparaison et de généralisation.

L'objet de ce texte est de présenter le cadre et les outils théoriques sur lesquels nous nous sommes
appuyés pour atteindre nos objectifs de recherche. Nous décrivons également la méthodologie adop-
tée pour atteindre notre premier objectif*. Nous appuyons notre travail par des exemples et résultats
obtenus dans les analyses effectuées dans le cadre du projet de recherche. Des analyses plus fines et
des résultats plus détaillés, concernant les études effectuées au Maroc, au Bénin et en Tunisie feront
lobjet d’autres communications qui seront présentées dans ce colloque.

Problématique et contexte. Evolution de la stratégie d'introduction
de l'algebre dans les approches transitionnelles

Historiqguement, l'algebre, comme discipline mathématique, est venue apres l'arithmétique. Aussi,
l'idée que l'apprentissage de l'algebre doit venir aprées celui de larithmétique a longtemps prévalu
dans la communauté des éducateurs en mathématiques. Et, la stratégie d’introduction de lalgebre
encore dominante aujourd’hui, est basée sur une approche transitionnelle, considérant lalgebre
comme une arithmétique généralisée, ou, comme le rappelle Chevallard (1989), est basée sur une
distinction fondamentale entre l'arithmétique et l'algebre. Cette derniére étant considérée comme
un outil de résolution de problemes que larithmétique ne peut traiter.

Mais, pour les éléves, le passage d’'un mode de Pensée Arithmétique (PAr) a un mode de Pensée
Algébrique (PA) est loin d’étre facile a réaliser et pose probleme. Plusieurs auteurs n’hésitent pas a
parler de rupture épistémologique entre l'arithmétique et lalgebre. Vergnaud (1986) évoque une
double rupture: opposition des caractéristiques de la résolution arithmétique a celles de la résolution
algébrique et opposition des modes d’'appréhension des écritures algébriques et numériques (statut

4. Vu les limites qu’'imposent les normes éditoriales, nous nous sommes limités dans ce texte au premier objectif dz
la description de la méthodologie de recherche.
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du signe d’égalité, des lettres, ...), et des modes de controle dans la transformation des écritures.
Pour sa part, Kieran (1992, 1994, cité dans Grugeon, 1997) adopte un point de vue proche de celui
de Vergnaud et voit qu’entre l'arithmétique et l'algebre résident a la fois de fausses continuités et des
discontinuités. Selon elle, les fausses continuités résident dans 'utilisation des mémes symboles et
signes pour représenter le signe d’égalité et les opérations, mais avec des interprétations différentes.
Quant aux discontinuités, elles sont reliées a la mise en ceuvre de démarches de résolution distinctes,
a l'utilisation de nouveaux objets, voire a la mise en jeu de conceptions structurales et non plus pro-
cédurales des objets (/bid.).

Uinsatisfaction face a l'état de 'enseignement de ['algebre a 'école va alors conduire des chercheurs
en didactique des mathématiques, depuis la fin des années 1980, a réfléchir a la réforme de l'en-
seignement de lalgebre a l'école, ce qui a donné lieu au courant Early Algebra (EA). Ce courant met
majoritairement l'accent sur le développement de la PA des le primaire sans usage du langage littéral
de l'algebre. Selon certains chercheurs de ce mouvement (Kaput 1998, Squalli, Mary & Marchand
2011), ’hypothese actuelle concernant le courant EA est qu’il ne doit pas étre percu comme une ver-
sion précoce de lalgébre actuellement enseignée au secondaire, une pré-algebre. Il est plutot une
stratégie pour enrichir les contenus mathématiques enseignés au primaire, en offrant aux éleves des
opportunités pour développer la PA et approfondir davantage certaines notions et concepts mathé-
matiques (comme les concepts d’opération, d’‘égalité, d'‘équation, de régularité, de variable, .. ). Lidée
d’initier les éleves a la PA des le primaire est une opportunité pour atténuer les difficultés des éleves
résultantes de la transition entre arithmétique du primaire et lalgebre du college en apportant plus
de profondeur et de cohérence aux programmes, sans ajouter de nouveaux contenus aux themes
d’étude (Kaput 1998).

La perspective du développement précoce de la PA est devenue une préoccupation importante
dans la communauté de recherche en didactique des mathématiques depuis la fin des années 1990.
Depuis les années 2000, nous assistons, dans différents pays, a 'émergence de programmes de ma-
thématiques qui visent, de maniere explicite, le développement précoce de la PA depuis le début
du primaire. C’est le cas par exemple du programme cadre de ['Ontario (Squalli, Mary & Marchand,
2011), mis en ceuvre au début des années 2000, ainsi que le tout récent programme du Brésil (Oli-
veira, 2018). Plusieurs autres pays adoptent toujours une approche transitionnelle dans le passage
de l'arithmétique a l'algebre. C'est le cas par exemple du Bénin, du Maroc et de la Tunisie. Lobjectif
de cette recherche est d’étudier le potentiel du développement de la pensée algébrique (PDPA) que
pourrait renfermer les programmes et les manuels scolaires des trois pays, afin de rendre compte de
la maniere dont chacun de ces pays prépare ses éléves du primaire a l'algebre du college.

Assises conceptuelles et théoriques du cadre d'analyse

Le développement de la pensée mathématique a l'école vise une facon de penser selon les dos
maines (arithmétique, algebre, géométrie, probabilité, ...). Il permet aussi ‘établissement deiens
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entre les domaines et, qui plus est, la cohabitation et l'articulation des différentes pensées relatives
aux domaines. Le développement de la PA repose aussi sur larticulation des dimensions arithmé-
tique, algébrique, géométrique, probabiliste, et statistique dans la perspective d’'un développement
et d'approfondissement des concepts mathématiques en algebre. Il repose aussi sur divers registres,
outils et objets. Ainsi,

[...] les interactions entre les contenus classiquement dénommés de type algébrique ou de
type arithmétique cohabitent dans un espace ouvert. (Adihou et al. 2015; p.218).

La recherche que nous envisageons repose sur deux piliers conceptuels de la didactique des ma-
thématiques :

Algébre. Pensée algébrique

En considérant les mathématiques comme une activité humaine, l'algébre peut étre vue comme un
ensemble d’activités mathématiques ou interviennent des opérations (lois de composition, internes
ou externes, binaires ou n-aires), pouvant étre de nature quelconque (addition, multiplication, com-
position, etc.), mais répétées un nombre fini de fois (Squalli 2000). Ces activités sont marquées par
une maniere de penser, la PA. Sur le plan opératoire, cette pensée se déploie au moyen de:

1. Unensemble de raisonnements particuliers (généraliser, raisonner de maniere analytique,
symboliser et opérer sur des symboles, raisonner sur des relations fonctionnelles, raison-
ner en termes de structures, etc.) ;

2. Des manieres dapprocher des concepts en jeu dans les activités algébriques (voir 'égalité
comme une relation d’équivalence, voir les opérations dans une expression numérique
comme des objets en soi et non uniquement comme des instructions pour réaliser un
calcul, etc.) ;

3. Des modes de représentation et des maniéres d'opérer sur ces représentations.

L'algebre, ainsi renouvelée, fournit un cadre interprétatif d’une classe importante d’activités mathé-
matiques des éleves de ['école primaire. De multiples occasions s'offrent a 'enseignant, qui possede
une lentille algébrique, pour amener ses éleves a développer la PA dans la perspective de EA, et cela
en enrichissant leur rapport a certains concepts mathématiques (comme par exemple, les notions
d’opération, d’égalité, d’équation, de variable et l'idée de variation, de fonction), et en les initiant a
raisonner de maniere analytique®.

5. Dans le contexte de la résolution de problémes, raisonner analytiquement consiste a opérer sur 'inconnue comme si
C’était un nombre connu, procédant ainsi de I'inconnu vers le connu. En revanche, la pensée arithmétique est de n
non analytique. (Radford 2010, Squalli 2000)
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TAD. Modele praxéologique de référence de la pensée algébrique

Pour mettre au jour le potentiel des curriculums et des ressources d’enseignement du Bénin, du
Maroc et de la Tunisie a développer la PA, nous utilisons la modélisation de lactivité mathématique
en termes de praxéologies que propose la Théorie Anthropologique du Didactique (TAD) (Chevallard,
1998). Selon ce modele, les pratiques et ressources institutionnelles, relatives a l'enseignement d’un
savoir donné, peuvent étre analysées par un découpage en un systeme de taches (t), appartenant a
des types de taches (T), des techniques T, décrivant des manieres de réaliser les taches t, des techno-
logies 0, justifiant les techniques et des théories O, qui donnent les fondements sur lesquels reposent
les technologies. Pour le besoin de certaines analyses, les types de taches sont regroupés en des
genres de taches.

Dans uneinstitution donnée /, sitous les éléments du quadruplet (type de tdches, technique, techno-
logie, théorie) sont spécifiques a un unique type de tache, la praxéologie correspondante est qualifiée
de ponctuelle. Mais généralement, une théorie @ répond de plusieurs technologies, dont chacune a
son tour justifie plusieurs techniques correspondant a autant de types de taches . Les praxéologies
ponctuelles vont ainsi s'associer et s’intégrer, d'abord en praxéologies locales, centrées chacune sur
une technologie @ déterminée. Ensuite, les praxéologies locales s'associent et s'integrent en praxéo-
logies régionales, formées autour d’une théorie © . Les praxéologies régionales s’integrent a leur tour
pour former une praxéologie globale.

'analyse du savoir a enseigner, ou du savoir enseigné, suppose de sappuyer sur un modele de
référence issue des recherches réalisées dans le domaine de ce savoir (Larguier & Bronner, 2015). Il
s'agit, dans notre cas, de construire, en Sappuyant sur les résultats de la recherche, un modele épis-
témologique, ou praxéologique, de référence de la préparation a l'entrée dans l'algebre des [‘école
primaire. Ce modele, que nous désignons par modele praxéologique de référence de la PA (MPRPA),
s'appuie sur différents travaux de recherche de la PA (Lins & Kaput 2004 ; Carraher & Schliemann 2007,
Radford 2010 et 2015, Squalli 2000 et 2015). Il nous servira comme une référence pour analyser le
savoir a enseigner en lien avec le développement de la PA. Le modele que nous décrivons ici était éla-
boré initialement par Jeannotte, Squalli et Robert (2020). Il a été affiné ensuite, par les chercheurs du
présent projet, de maniere a répondre aux objectifs des analyses envisagées. Ce modele est structuré
autour de trois praxéologies mathématiques régionales (PMR) : 1) Généralisation. 2) Modélisation et
3) Calcul. Chacune de ces PMR se décline en praxéologies mathématiques locales (PML). Le tableau
1 suivant résume larchitecture du MPRPA, que nous considérons également comme une praxéologie
mathématique globale de la PA.

EMF 354



Tableau 1 - Architecture du MPRPA

Pour toute PMR, les PML qui la composent se déclinent en des praxéologies mathématiques ponc-
tuelles (PMP)®. Par exemple, le tableau 2 ci-dessous donne les genres et types de taches associés aux
PMP composant les PML C1 et C2 de la PMR Calcul.

Tableau 2 - Genres de taches de la PMR Calcul

Méthodologie d'analyse pour l'objectif 1

Pour atteindre notre premier objectif de recherche (cf. § 1), nous avons adopté une méthodologie
en quatre étapes pour l'étude du PDPA que renferment les ressources d’enseignement utilisées au
Bénin, au Maroc et en Tunisie:

Ftape 1: Identifier le corpus des données a analyser dans les manuels scolaires de mathématiques
des classes de 6e année du primaire et de 1¢ année du college, et ce dans chacun des trois pays.

Ftape 2 : Recueillir dans chaque corpus les données, tout en répartissant les tiches identifiées en
genres et types de taches selon les PML et les PMR correspondantes.

Ftape 3: Distinguer, dans les tches recueillies, celles qui sont potentiellement algébriques et celles
qui ne le sont pas (purement arithmétique).

Ftape 4 : Dans les tiches potentiellement algébriques, indiquer le degré du potentiel algébrique de
chaque tache.

6. Voir en annexe, des exemples de tels découpages.
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Tdches potentiellement algébriques. Taches purement arithmétiques

Le cadre d’analyse repose sur le postulat suivant : Le passage d’un mode de PAra un mode de PA se
réalise en activité, lorsque l'éleve tente de résoudre une tache. Les caractéristiques de la tache sont
donc importantes. Il s'agit donc de distinguer les taches potentiellement algébriques des taches qui
ne le sont pas (purement arithmétique).

Une tdche est purement arithmétique si les nombres qu’elle implique sont tous déterminés (comme
12 ou 234). Le raisonnement porte toujours sur la qualité nombrante des nombres (leurs valeurs). Le
calcul et les opérations arithmétiques a exécuter reposent uniquement sur des nombres déterminés.

Exemplel : Vérifier par calcul que 4 (5+7). Ici, la tache se limite a un calcul arithmétique portant sur
les valeurs des nombres donnés. Elle est purement arithmétique.

Une tdche est potentiellement algébrique si elle peut étre résolue par une technique algébrique ne
nécessitant pas un calcul arithmétique sur les valeurs des nombres en jeu.

Exemple 2 : Justifierque 4 (5+7)=45+47

Cette tache est potentiellement algébrique, car elle peut étre résolue par une technique algébrique
ne nécessitant pas le calcul des valeurs des deux membres de ['égalité (technologie basée sur la pro-
priété de la distributivité de la multiplication par rapport a l'addition ou par une égalité des aires). Elle
releve du genre de tache C1.1.

Si la tache est purement arithmétique, nous dirons que son degré d’analycité est nul. Une tache
potentiellement algébrique peut étre résolue par une technique arithmétique et une technique al-
gébrique. Si’énoncé de la tache ne défavorise pas l'utilisation d’une technique arithmétique, ou si la
technique algébrique est hors de portée de ['éleve, nous dirons que le degré du potentiel algébrique
(D°PA) de la tache est faible. Dans le cas opposé, si 'énoncé de la tache encourage l'utilisation d’une
technique algébrique, ou si la technique algébrique est accessible a ['éleve, nous dirons que le D°PA
de la tache est fort. Nous avons ainsi une échelle a trois degrés : nul (tdche purement arithmétique),
faible et fort.

L'exemple 2 est celui d’'une tache dont le D°PA est faible, car 'énoncé de la tache ne la défavorise
pas l'utilisation d’une technique arithmétique au profit d’une technique sans calcul (utilisation de la
distributivité de la multiplication par rapport a l'addition).

La tache suivante a un D°PA faible, car la technique algébrique est hors de portée des éleves de
6¢ année du primaire.

Chaque année, les parents de Said fétent son anniversaire, ils préparent un gateau avec autant
de bougies que son age. Ainsi a sa premiere année de naissance, ils ont soufflé une bougie,
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puis deux & sa deuxiéme année, trois a sa troisiéme année et ainsi de suite. A la fin de la féte
de cette année, la maman de Said lui dit :« depuis ta naissance, nous avons utilisé en tout 78
bougies ». Quel est 'age de Said ? (Aljaid Fi Arriyadhiat, p.13).

Pour la résolution de cette tache, une technique algébrique consiste a trouver la formule de la
somme des entiers consécutifs de 1 a n (n étant 'dge de Said), soit . Puis résoudre ['équation : . Cette
technique est considérée hors de portée des éleves de 6° année du primaire. Il s'ensuit que le D°PA de
cette tache sera considéré comme faible.

Le DoPA de la tdche est fort, si 'énoncé de la tdche encourage [utilisation d’une technique al-
gébrique, ou si la technique algébrique est accessible a [‘éleve.

Les problemes de type déconnecté (Bednaz et Janvier, 1994, Squalli et al., 2020) sont des exemples
types des taches dont le D°PA est fort. Il en est ainsi de la tache suivante.

Exemple 3 : Sans aucun calcul, justifierque 4 (5+7)=45+47.

En effet, ’énoncé de cette tache défavorise le recours a une technique arithmétique, encourageant
ainsi une technique algébrique.

Quelques résultats

En vue de montrer comment les éléments théoriques que nous venons de décrire permettent
d’analyser et de comprendre la maniere dont se fait la transition primaire-collége en termes de déve-
loppement de la pensée algébrique, nous présentons ici les résultats de 'étude réalisée a ce propos
relatif au systeme d’enseignement marocain’.

Les analyses ont concerné le manuel Aljaid Fi Arriyadhiat (2020) pour la classe de 6¢ année du
primaire, et le manuel Al Moufid (2020) pour la classe de 1€ année du college. Elles ont porté sur
toutes les taches proposées dans les deux manuels dont la réalisation fait intervenir une ou plusieurs
opérations de l'arithmétique ().

La classification des taches selon les trois PMR et selon le D°PA est résumée dans les tableaux 3 et
4 syuivants:

PMR Généralisation Modélisation Calcul Total
Fréquences 2,14% (24) 24,02% (269) 73,84% (872) 100% (1120)
Potentiel nul 8,33% (2) 67,66 % (182) 57,32 % (474) 58,75%

7. équipe marocaine qui a réalisé cette étude est composé de : Said Abouhanifa (coordonnateur), Sabah Haddad

Belkassem Seddoug, Saadia Annassay, Hajar Mesouaki et Brahim Ennassiri
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Potentiel faible

45,83 % (11)

12,64 % (34)

13,30 % (110)

13,84%

Potentiel fort

45,83 % (11)

19,70 % (53)

29,38 % (243)

27,41%

Tableau 3 - Répartition d

es tdches pour le manuel de 6 année du primaire

PMR Généralisation Modélisation Calcul Total
Fréquences 13,65% (83) 44.90% (273) 41,45% (252) 100,00% (608)
Potentiel nul 53,01% (44) 57,14% (156) 75,40% (190) 64,14% (390)
Potentiel faible 27,71% (23) 27,11% (74) 18,65% (47) 23,68% (144)
Potentiel fort 19,28% (16) 15,75% (43) 5,95% (15) 12,17% (74)

Tableau 4 - Répartition des taches pour le manuel de 1¢ année du college

Le tableau 3, montre que pour le manuel du primaire, ce sont les PMR Calculer et Modéliser qui re-
couvrent la quasi-totalité (97,86%) des taches proposées, avec une proportion de 72,59% des taches
dont le potentiel est nulou faible. Le tableau 4, donne des résultats presque similaires pour le college,
avec 86,35% des taches pour les PMR Calculer et Modéliser et 87,82% des taches dont le potentiel
est nul ou faible. Ces résultats, et particulierement 'importance de la PMR Calculer et |a faible repré-
sentation de la PMR Généraliser dans les deux institutions, pourraient s'expliquer par le rapport de
linstitution marocaine vis-a-vis l'introduction et l'entrée a l'algebre au college. Ce rapport considere
lalgebre comme une arithmétique généralisée, et donc, son introduction doit étre fondée sur l'exten-
sion des systemes de nombres Z, Q et R et ['établissement du calcul algébrique sur ces domaines.
Toutefois, les analyses effectuées montrent en méme temps la présence d’une certaine potentialité
de développement de la PA dans les activités proposées dans les deux manuels (41,25% au primaire
et 35,85% au college entre D°PA faible et fort). De telles activités pourraient mieux accommoder la
transition primaire-colleége en matiere d’entrée a l'algebre, si elles sont accompagnées d’une pratique
enseignante appropriée, s'inscrivant dans une approche de développement de la PA.
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Conclusion

Cette étude présente un cadre pour analyser la transition arithmétique-algebre lors du passage du
primaire au college. Une certaine originalité marque 'approche adoptée dans cette étude. Il s'agit
précisément d’articuler le cadre de développement de la PA avec 'analyse praxéologique de la TAD
pour étudier la maniere dont un programme d’étude ou des ressources d’enseignement assurent
la transition arithmétique-algebre, et ce, méme dans des contextes qui ne prévoient pas le recours
a EA pour lentrée a l'algebre. Cette articulation s’est particulierement exprimée dans lélaboration
d’un MPRPA pour analyser des programmes et des ressources d’enseignement-apprentissage. Utilisé
dans le cas du systeme scolaire marocain, qui adopte une approche transitionnelle dans le passage
de larithmétique a l'algebre, le cadre d’analyse élaboré a permis d’identifier certaines insuffisances
qui caractérisent le curriculum et les ressources étudiées, pour la préparation des éléves du primaire
a l'entrée a lalgebre. L'étude a également permis de mettre en évidence le PDPA qui caractérise cer-
taines situations d’apprentissage contenues dans les manuels scolaires analysés. Cette richesse du
PDPA pourrait donner des occasions pour renforcer le développement de la PA chez les éléves et
assurer une certaine continuité entre le primaire et le college. Toutefois, cela reste tributaire aux pra-
tiques enseignantes et au rapport institutionnel vis-a-vis la mise a profit du PDPA que renferment les
différentes activités proposées dans les manuels. En guise de conclusion, ce travail montre que pour
lalgebre, ce ne sont pas tant les outils méthodologiques pour travailler 'algebre qui posent souvent
des problemes, mais c’est surtout le rapport institutionnel et le rapport personnel des enseignants de
ce qu’est l'algebre.
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